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jak to odkryli

Paula Ehrenfesta obrazujacy dochodzenie uktla-

déw do stanu réwnowagi jest bardzo pouczajacy.
Jest on doskonalg ilustracjg zdumiewajgcego faktu,
ze cho¢ prawa ewolucji traktujg oba kierunki przeska-
kiwania pchet rownoprawnie, to wraz z uptywem cza-
su liczba pchet zawsze zmienia sie na psach w taki
sposob, aby doprowadzi¢ do jej wyréwnania. Model
ten, cho¢ bardzo ciekawy, ma jedng podstawowag wa-
de. Trzeba mie¢ bardzo duzo dobrej woli, aby uznag,
ze jest on dobrg ilustracja dla jakich$ zjawisk fizycz-
nych - tych zachodzacych w przyrodzie (moze poza
sytuacjg rozprzestrzeniania sie gazu, o ktérej wspomi-
nalismy). Dlatego dzi$ zapoznamy sie z innym mode-
lem teoretycznym, ktérego idea jest blizsza temu, co
rozumiemy pod pojeciem modelu fizycznego.

Dyskutowany przez nas ostatnio zabawny model

DWA WIELKIE UMYStEY

Autorami modelu fizycznego, ktérym sie dzi$
zajmiemy, byli dwaj wielcy naukowcy zyjacy w XVIII
wieku — Szwajcar Daniel Bernoulli i Francuz Pierre

Mieszanie
symulag;

Laplace. Wtasciwie, bedac zgodnym z historyczna
prawda, powinnismy raczej powiedzie¢, ze Bernoulli
model zaproponowat, a Laplace go rozpropagowatl.
W kazdym razie dzi$ jest on znany jako model miesza-
nia sie gazéw Bernoullego-Laplace’'a. Zanim przej-
dziemy do jego oméwienia, warto na chwile zatrzy-
mac sie i przyjrze¢ sylwetkom tych dwoéch geniuszy.
Bernoulli urodzit sie w ostatnim roku XVII wie-
ku, a juz w 1725 zostal profesorem matematyki w Pe-
tersburgu. Osiem lat pdzniej zostal profesorem bota-
niki w Bazylei, a w roku 1750 objal tam katedre fizy-
ki. Jak wida¢, byt zatem bardzo wszechstronnie uz-
dolnionym czlowiekiem i we wszystkich dziedzinach,
ktoérymi sie zajmowat, byl powazanym naukowcem.
Najbardziej znany jest chyba ze sformutowania tzw.
wzoru Bernoullego opisujacego zachowanie sie ideal-
nej, niescisliwej cieczy i wyttlumaczenia tym sposo-
bem tzw. dynamicznego paradoksu hydrostatyczne-
go. Zapewne za jaki$ czas bedziemy mieli okazje
o nim porozmawia¢. Jego zamilowanie do paradok-
sO6w bylo zresztg bardzo powszechnie znane.
W $wiecie matematyki zastynat ze sformutowania
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Rozwinigcie i materiaty dodatk

do tego tekstu znajdziesz na ptycie CD
dotaczonej do wydania MT on/off Line.

Pierre Laplace (1749-1827) byt gléwnie mate-
matykiem i astronomem. Jesli chodzi o fizyke, to jest
najbardziej znany ze swojego deterministycznego
pogladu na $wiat, ktéry wynikat wprost z jego fascy-
nacji prawami Newtona. Do historii nauki i filozofii
przeszly jego stowa, ktére w wolnym tlumaczeniu
brzmia: ,,Obecny stan calego Wszech$wiata jest pros-
ta konsekwencja jego przesztosci i bezposrednia przy-
czynag jego przyszlosci. Gdyby jakis Intelekt posiadat
wiedze o polozeniach i predkosciach wszystkich
obiektow we Wszechs$wiecie i wszystkich sitach nan
dzialajacych oraz potrafitby poddac¢ te dane analizie,
to mégtby poznac calg przyszios¢ Wszechswiata”.
Ten tajemniczy stwor nazwany przez Laplace’a Inte-
lektem jest czesto nazywany Demonem Laplace'a.
Cho¢ sam Laplace'a nigdy tego nie robit, to wielu
pozniejszych filozoféw utozsamialo Demona
z wszechwiedzacym Bogiem.

Dzisiaj tych dwaéch wielkich naukowcow intere-
suje nas jednak z zupelnie innej przyczyny. Opraco-
wali i rozpowszechnili oni bowiem bardzo intuicyjny
i zrozumialy model mieszania sie dwoch gazoéw. Naj-
WYyzszy czas, aby sie nim zajac.

SYTUACJA DOSWIADCZALNA

Sytuacja fizyczna, ktorg bedziemy rozwazali,
jest bardzo prosta. Dwa rézne gazy znajduja sie
w jednym pojemniku, ale sg rozdzielone nieprzepusz-
czalng przegroda. W pewnej chwili usuwamy prze-
grode, umozliwiajac swobodny przepltyw gazéw
w calej objetosci. Jesli wykonaliby$my taki ekspery-
ment w rzeczywistosci, to zaobserwujemy, ze wraz
z uplywem czasu oba gazy mieszaja sie i dazg do
rownomiernego wypelnienia obu czesci pojemnika.
Ten proces fizyczny juz wczesniej opisywalismy (MT
09/2008), ale wtedy nie bylo dla nas jasne, dlaczego
tak sie dzieje.

Posiadajac juz odpowiednig wiedze z poprzed-
nich dyskusji, dodajmy, ze proces mieszania sie dwdch
gazow jest w pewnym sensie bardzo dziwny. Jest tak
dlatego, ze cho¢ prawa dynamiki nim rzgdzace posia-
dajg symetrie odwrécenia w czasie (MT 09/2008), to
nie ulega zadnej watpliwosci, ze do$wiadczalnie jest
wyroézniony kierunek uplywu czasu — gazy daza do
rownomiernego wypelnienia catego pojemnika. Prze-
praszam, ze przypominam w tym miejscu to, co juz
wczesniej tak dogtebnie bylo opisane. Robie to jednak
celowo, bo uzmysiowienie sobie tej podstawowej po-
zornej sprzecznosci jest fundamentalng obserwacja,
bez ktérej nie sposoéb nic zrozumie¢. Nie sposdb tez po-
czu¢ ducha i idei rzadzacych wspoiczesng mechanikg
statystyczng, w ktérej kregu ciggle sie obracamy.

MODEL BERNOULLEGO-LAPLACE'A

Uproszczony model matematyczny stworzony
przez Bernoullego i Laplace’a, ktory jest doskonalag
ilustracja procesu mieszania sie gazow, jest nastepu-
jacy. Wyobrazmy sobie, ze mamy dwa pojemniki z ku-
lami zielonymi i czerwonymi. Kul obydwu koloréw jest
tyle samo. Powiedzmy, ze 300. W chwili poczatkowej
wszystkie zielone kule znajduja sie w jednym pojemni-
ku, a wszystkie czerwone w drugim. Odpowiada to
oczywiscie sytuacji poczatkowej prawdziwej sytuacji

fizycznej, w ktérej gazy sq od siebie rozdzielone.

Teraz musimy opracowac jakie$ prawo dynami-
ki dla naszego modelu, ktére sprawi, ze uktad bedzie
ewoluowal w czasie. Zastanéwmy sie zatem, jak moz-
na najprosciej scharakteryzowac¢ ewolucje rzeczywis-
tego uktadu dwoch mieszajacych sie gazow. Jak wie-
my, w rzeczywistym doswiadczeniu wraz z uplywem
czasu prawdziwe czasteczki gazéw zaczynaja sie
przemieszczac¢. Oczywiscie czesé czasteczek jednego
gazu przeleci do drugiej czesci pojemnika, a cze$é
czasteczek drugiego przeleci do pierwszej. W ten spo-
s6b wtasnie bedzie nastepowato mieszanie. Jednak
warto zwréci¢ uwage na fakt, ze jesli na poczatku
liczby czasteczek obydwu gazéw byty sobie réwne,
to $rednio w kazdej z czesci zbiornika sumaryczna
liczba czasteczek sie nie zmieni. Oczywiscie moga sie
zdarzy¢ pewne fluktuacje, ale generalnie bedzie tak,
ze obie czesci beda wypelnione tg sama liczba czas-
teczek. Jedyne, co sie bedzie zmienialo, to proporcije,
w jakich beda one wypemnialy obie czesci pojemnika.

Ze wzgledu na powyzsza obserwacje tworzymy
nastepujace, bardzo uproszczone, prawo ewolucji uk-
fadu w modelu Bernoullego-Laplace'a. W kazdej jed-
nostce czasu losowo wybieramy dwie kule — po jednej
z kazdego pojemnika — i zamieniamy je miejscami.
Tym sposobem zapewniamy, ze w kazdej chwili czasu
w kazdym z pojemnikéw znajduje sie tyle samo kul
(zmienia sie jedynie proporcja odpowiednich koloréw),
a jednoczes$nie pozwalamy kulom przemieszczac sie
pomiedzy pojemnikami. Analogia z rzeczywistg sytu-
acja do$wiadczalng jest zatem bardzo bliska.

Zanim przejdziemy do analizowania dynamiki
takiego uproszczonego modelu, warto zwréci¢ uwage
na fakt, ze nasze prawo zupelnie nie wyréznia zadne-
go koloru kul ani kierunku ich przenoszenia. Zawsze
losowane sg dwie kule z réznych zbiornikéw, a naste-
pnie sg zamieniane miejscami. Nasze prawo spelnia
zatem co$ w rodzaju symetrii odwrécenia w czasie.
Jesli bowiem jakie$ dwie kule zostang wylosowane
i zamienione miejscami, to w kolejnym kroku znow
moga by¢ wylosowane i wréci¢ na swoje pierwotne
miejsca. Przy tym prawdopodobienstwo ich wyloso-
wania zaréwno w pierwszym, jak i drugim kroku jest
identyczne. Jest zatem pelna symetrial

SYMULACJA KOMPUTEROWA

Nie pozostaje nam nic innego, jak przeprowa-
dzi¢ symulacje. Oczywiscie nie moze sie obejs¢ bez
odpowiednio przygotowanego programu. Kazdy moze
sam przemysle¢, jak zaimplementowa¢ opisany powy-
zej algorytm. Mozna réwniez skorzysta¢ z mojej wer-
sji programu, ktoérg tak jak poprzednio zalaczam na
konicu artykuiu. Bardzo chcialbym Cie jednak, drogi
Czytelniku, zacheci¢ do podjecia proby samodzielne-
go napisania takiego programu. To naprawde nie jest
nic trudnego, a satysfakcja, ze zrobilo sie to samemu,
jest gwarantowana. Zapewniam Cie!

No to co? Uruchamiam moj program. W odro6z-
nieniu od tego napisanego w poprzednim miesigcu
ten ,wypluwa” (pozwolitem sobie w tym miejscu
uzy¢ niezbyt tadnego stowa, powszechnie jednak uzy-
wanego w zargonie informatykoéw) mi liczbe kul dane-
go koloru w jednym i drugim pojemniku w zalezno$ci
od czasu. Ustawiam po 300 kul kazdego koloru i...
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Efekt dziatania programu

niestety pojawia sie pierwszy problem. Zupelnie nie
wiem, ile krokéw czasowych wzigé¢ pod uwage. Pro-
buje sobie to jako$ poukiada¢ w glowie i myéle, ze
dobrze bedzie, jak kazda z kul bedzie miata przynaj-
mniej z dziesie¢ préb na wylosowanie. To daje 3000
krokéw. Dokladam jeszcze dwa tysigce dla pewnosci
i ustawiam 5000. Zobaczymy...

Program ruszyt. Wrzucam wygenerowane dane
do programu rysujgcego wykresy i oto co otrzymuje:
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Z wykresu wynika jasno, ze liczba kul czerwo-
nych i zielonych wraz z upltywem czasu wyréwnuje
sie w kazdym z pojemnikéw. Dzieje sie to oczywiscie
przy obecnosci pewnych fluktuacji, ale dazenie do
wyroéwnania ,stezenia” kul nie budzi chyba zadnych
watpliwosci. Widaé tez ewidentnie, ze moja proba
odgadniecia liczby krokéw czasowych zupelnie nie
byta trafiona. Uktad doszed! do rownowagi juz po ok.
500 krokach. Pézniej sa juz tylko minimalne fluktuacije
(czasami troszke wieksze) wokot tego polozenia.

No to super! M¢j pseudogaz zlozony z kul dazy
do réwnomiernego rozlozenia kul poszczegélnych ko-
lorow w pojemnikach. Wydaje sie zatem, ze model
rzeczywiscie dziata. Ale ciekawe jest, jak to wszystko
zalezy od liczby kul. Zapewne im wiecej kul, tym uk-
tad potrzebuje wiecej czasu, aby rownowage osiag-
ng¢. Sprawdzmy! Ustawiam 1000 kul czerwonych oraz
1000 kul zielonych i uruchamiam program. W wyniku
jego dziatania otrzymuje nastepujacy wykres:
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Rzeczywiscie — rownowaga jest teraz osiggana

troszke pdzniej. Dopiero po ok. 1500 krokach czaso-
wych. Ale to, co przede wszystkim rzuca sie w oczy,
to poziom fluktuacji. Teraz sgq one duzo mniejsze.
Otrzymane linie jakby bardziej gtadkie. Tak! Im wie-
cej kul, tym mniejsze wzgledne fluktuacje. Zupelnie
jak w przypadku skaczacych pchet. Ale sprawdzmy
to jeszcze, aby upewnic sie, czy rzeczywiscie tak jest.
Program uruchamiam dla 100 i 10 000 kul w kazdym

kolorze. Oto
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Catkowite potwierdzenie. Rzeczywiscie w przy-
padku 100 kul fluktuacje sa na tyle duze, ze trudno
mowic¢ o rownowadze. Jak wida¢, zdarza sie dos¢
czesto, ze réznica pomiedzy liczbg kul czerwonych
a zielonych w konkretnym pojemniku rézni sie o ok.
20, czyli siega 20% wszystkich kul w pojemniku.

W sytuacji, gdy kul jest 10 000, linie sg niemal ideal-
ne. Zadnego chaotycznego zachowania.

ALE JAK TO WSZYSTKO ROZUMIEC?

No dobrze. Wiemy juz, ze sam fakt dgzenia uk-
tadéw do stanu rownowagi przy jednoczesnym istnie-
niu symetrii odwrécenia w czasie prawa zadajacego
dynamike nie jest niczym szczego6lnym. WidzieliSmy
to na przykiadzie modelu Ehrenfesta skaczacych
pchet oraz w przypadku modelu mieszania Bernoulle-
go-Laplace’a. Ale wciaz jedno pytanie pozostaje bez
odpowiedzi. Co jest podstawowaq przyczyna takiego
stanu rzeczy? Co laczy te wszystkie uktady fizyczne
i uproszczone modele matematyczne, ze maja taka
wlasnosc¢?

Odpo-
- &  Demon Laplace’a wiedz na tak
= 5 byt pierwotnie nazwany postawione
% frrg pytanie wcale
o= a) Integratorem nie jest pros-
= E b) Innowierca ta. Z jednej
= >  ¢) Intelektem strony mamy
= prawdziwe

uktady fizyczne, w ktérych znajduja sie prawdziwe
czgsteczki, a ich ruchem rzadza ,,prawdziwe” prawa
przyrody, takie jak choé¢by prawa Newtona. Z drugiej
mamy komputerowe programy modelujace abstrak-
cyjne uklady matematyczne, korzystajace z prymityw-
nych praw dynamiki, ktére w przyrodzie nie wystepu-
ja. A jednak jest jaki$ wspdlny mianownik, ktéry spra-
wia, ze dazenie do uzyskania rownowagi jest silniej-
sze niz istnienie symetrii odwrécenia w czasie. Czy
potrafimy uchwyci¢ te subtelng przyczyne? Odpo-
wiedz brzmi: TAK. I o niej juz nastepnym razem.
Zapraszam!

Ponizej zatagczam kod Zrédiowy mojego progra-
mu, ktéry pozwala symulowa¢ dynamike modelu Ber-

noullego-Laplace'a. Program zapisuje do pliku ku-
le.dat w pieciu kolumnach odpowiednio czas oraz
liczbe kul czerwonych i zielonych w pojemniku lewym
i prawym. Taki plik mozna pézniej wezyta¢ w dowol-
nym programie rysujacym wykresy (np. darmowym
GNU Plot lub MS Excel). Oczywiscie zachecam do sa-
modzielnego eksperymentowania za pomoca kompu-
tera. Tak jak poprzednio darmowy kompilator DEV
PASCAL mozna znalez¢ na naszej ptycie CD lub pob-
ra¢ z Internetu pod adresem www.bloodshed.net

Uses crt,dos;

Var
plik o text;
nazwa_pliku : string;
LRed, LGreen : integer;
RRed, RGreen : integer;
LosL,LosR . real;
T, 1 . integer;
Begin

nazwa_pliku:="kule.dat";
Assign(plik,nazwa_pliku);

Rewrite(plik);
T:=5000; { liczba krokow czasowych }
LRed:=300; { poczatkowa liczba kul

CZERWONYCH w komorze LEWEJ }

RGreen:=300; { poczatkowa liczba kul
ZIELONYCH w komorze LEWEJ }

RRed:=0; { poczatkowa liczba kul
CZERWONYCH w komorze PRAWEJ }

LGreen:=0; { poczatkowa liczba kul
ZIELONYCH w komorze PRAWEJ }

Randomize;

For i:=1 To T Do

Begin

Writeln(plik,i,” ~,LRed,” ~,LGreen, °

,RRed,” ~,RGreen);
LosR:=Random;
LosL :=Random;
If (LosR<=RRed/(RRed+RGreen))and(LosL>
LRed/ (LRed+LGreen)) Then
{ JESLI wylosowano z prawej czerwona
i z lewej zielona }
Begin
RRed:=RRed-1;
RGreen:=RGreen+1;
LRed:=LRed+1;
LGreen:=LGreen-1;
End;
If (LosR>RRed/(RRed+RGreen))and(LosL<=
LRed/(LRed+LGreen)) Then
{ JESLI wylosowano z prawej zielona
i z lewej czerwona }
Begin
RRed:=RRed+1;
RGreen:=RGreen-1;
LRed:=LRed-1;
LGreen:=LGreen+1;
End;
End;
Close(plik);
End. °




