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Streszczenie

W pracy przedstawiona jest peªna analiza klasycznej i kwantowej dynamiki w tró jwymia-
rowej, anizotropowej puªapce harmonicznej obracaj¡cej si¦ wokóª osi dowolnie zorientowanej
wzgl¦dem puªapki. Sklasy�kowane s¡ obszary dynamicznej stabilno±ci i niestablilno±ci ukªadu
oraz przewidzianejest zjawisko rezonansugrawitacyjnego. Zde�niowana i przeanalizowana jest
caªaklasa ukªadów - tzw. ukªadów liniowych i podany jest jednoznaczny przepisna konstrukcj¦
zupeªnegozbioru funkcji falowych dowolnego ukªadu liniowego na podstawie znajomo±ci wy-
ª¡cznie klasycznych tra jektorii. Zaproponowany jest model jako±ciowo opisuj¡cy oddziaªywania
w ukªadzie i zbadany jest wpªyw tych oddziaªywa« na dynamik¦ ukªadu.
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Wst¦p

�Wtedy bowiem s¡dzimy, »e±mydan¡ rzecz poznali,
gdy±mywykryli pierwszeprzyczynyi pierwszezasady

a» do ostatecznychelementów.�

Arystoteles, Fizyk a

Obrót makroskopowych obiektów kwantowych, takich jak hel w fazie nadciekªej czy atomy
tworz¡ce kondensatBosego-Einsteina,jest ¹ródªem spektakularnych zjawisk, których dogª¦bne
zbadaniestoi przed wspóªczesn¡ �zyk ¡. Do±wiadczalnietakie badania najcz¦±ciej realizuje si¦
umieszczaj¡c ukªad w puªapce magnetooptycznej, któr¡ z bardzo dobrym przybli»eniem mo»na
modelowa¢ przez obracaj¡cy si¦ potencjaª harmoniczny. Cho¢ powszechnie u»ywa si¦ takiego
opisu, to dotychczaspeªna analiza dynamiki w takim potencjale nie byªa dokonana. W pierw-
szymkroku bowiem zawszezakªadasi¦ [10, 11, 12, 13, 14], »eobrót nast¦puje wokóª wyró»nionej
osi puªapki (skierowanej pionowo). Tym samym zagadnieniezostaje sprowadzonedo problemu
dwuwymiarowego znanegow mechanice klasycznej od ponad stu lat [4]. Taki dwuwymiarowy
problem zostaªdogª¦bnie przestudiowany dla klasycznegogazuw stanie równowagi [12], zostaªy
znalezionejednocz¡stkowe funkcje falowe dla takiego modelu [10, 11], przeprowadzono analiz¦
w sformuowaniu hydrodynamicznym mechaniki kwantowej [13] i przeprowadzonopierwszeeks-
perymenty na kondensuj¡cych atomach w takich puªapkach [14].

Przewidzianeteoretycznie [15], a nast¦pnie zaobserwowane w do±wiadczeniach [16, 17] tzw.
mody no»yczkowe (ang. scissorsmodes) powstaj¡ce w skutek minimalnegoodchylenia osi obrotu
od kierunku osi gªównej puªapki ka»¡ przypuszcza¢,»edowolno±¢w ustawieniu osi obrotu mo»e
prowadzi¢ do nowych, ciekawych efektów. Pojawia si¦ zatem potrzeba peªnegoprzestudiowania
dynamiki w ogólnym, tró jwymiarowym przypadku, co jest przedmiotem mojej pracy.

Cel pracy

Moja praca ma mie¢ w zamierzeniu charakter przegl¡dowy i dawa¢ peªny opis dynamiki
w obracaj¡cej si¦ tró jwymiarowej puªapce harmonicznej. Wychodz¡c od najprostszych wªasno-
±ci ukªadów harmonicznych, przez peªn¡ analiz¦ ich klasycznej dynamiki w trzech wymiarach
(równie» z uwzgl¦dnieniem zewn¦trznego pola grawitacyjnego) pokazuj¦, »edyskutowany ukªad
jest jedynie szczególnym przypadkiem szerszejklasy ukªadów - ukªadów liniowych. Nast¦pnie
podaj¦ jednoznaczny przepis (korzystaj¡c wyª¡cznie ze znajomo±ci klasycznych tra jektorii) na
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x Wst¦p

konstrukcj¦ zupeªnegoukªadu funkcji falowych opisuj¡cych dowolny ukªad liniowy. Ostatnim
krokiem jest uwzgl¦dnienie w opisieoddziaªywa« wewn¦trznych ukªadu realizowane poprzezdo-
danie do równania Schrödingera czªonu nieliniowego.

W rozdziale 1. przedstawiona jest podstawowa wªasno±¢ukªadów harmonicznych - separo-
walno±¢ich dynamiki. Okazuje si¦, »e dla ukªadu wielu ciaª oddziaªuj¡cych dowolnymi siªami
wzajemnymi i znajduj¡cyc h si¦ w zewn¦trznym potencjale harmonicznym dowolnie zale»¡cym
od czasudynamik¦ mo»na zawszepodzieli¢ na dynamik¦ ±rodka masy ukªadu oraz dynamik¦
ruchu wzgl¦dnego. Separacjata zachodzi zarówno w opisie klasycznym jak i kwantowym, a dy-
namika ±rodka masy jest w obu przypadkach zgodna z dynamik¡ pojedynczej klasycznejcz¡stki
w zadanym potencjale zewn¦trznym [18].

Peªny opis dynamiki klasycznej cz¡stki w obracaj¡cym si¦ jednostajnie, tró jwymiarowym
potencjale harmonicznym przedstawiony jest w rozdziale 2. W odró»nieniu od wszystkich do-
tychczasowych rozwa»a«problem przedyskutowany jest beznakªadaniadodatkowych warunków
na kierunek obrotu. Przy zaªo»eniu,»eobrót nast¦puje wokóª osi, która nie jest równolegªado
jednej z osi gªównych puªapki pojawia si¦ dodatkowy obszar niestabilno±ci - przedziaª cz¦sto-
±ci obrotu puªapki, pomi¦dzy którymi dynamika jest niestabilna [3]. Ta obserwacja mo»eby¢
istotna dla �zyki eksperymentalnej kondensatów Bosego-Einsteina.

Trzeci rozdziaª mojej pracy wyrasta z obserwacji, »eeksperymenty �zyczne przeprowadzane
na Ziemi musz¡ zawszeuwzgl¦dnia¢ istnienie siªy przyci¡ ganiaziemskiego.W wielu przypadkach
to oddziaªywanie nie ma »adnegoznaczenialub, jak w przypadku drga« obci¡»onej spr¦»yny,
wpªywa jedynie na poªo»eniepunktu równowagi. Jednak w przypadku ukªadów obracaj¡cych
si¦ wokóª osi nachylonej wzgl¦dem pionu ziemskiepole grawitacyjne w ukªadziespoczywaj¡cym
puªapki ma charakter wiruj¡cy i jak zostaªopokazanew rozdziale 3. przy pewnych warunkach
mo»e prowadzi¢ do zjawiska rezonansu[1]. Przedstawiona jest peªna dyskusja tego zjawiska
w wiruj¡cej, tró jwymiarowej puªapce harmonicznej.

Ukªady liniowe, czyli ukªady, których kanonicznerównania ruchu s¡ równaniami ró»niczko-
wymi liniowymi pierwszegorz¦du s¡ przedmiotem dyskusji rozdziaªu 4. Pokazuj¦, »e dysku-
towany dotychczasprzypadek wiruj¡cej puªapki harmonicznej jest szczególn¡realizacj¡ ukªadu
liniowego. Ma to istotne znaczeniew rozdziale 5., gdzie podaj¦ peªny opis kwantowej dyna-
miki dowolnegoukªadu liniowego. Okazuje si¦, »ezupeªny ukªad funkcji wªasnych kwantowego
ukªadu liniowego mo»na skonstruowa¢ znaj¡c jedynie rozwi¡zania klasycznych równa« ruchu
- tzw. mody wªasne. Ta obserwacja oznacza,»e caªa wiedza na temat dynamiki kwantowej
zawarta jest w klasycznych tra jektoriach w przestrzeni fazowej ukªadu.

Rozdziaª6. jest prób¡ uwzgl¦dnienia w opisie oddziaªywa« wewn¦trznych w ukªadzie. Naj-
cz¦±ciej dokonuje si¦ tego rozwa»aj¡c nieliniowe równanie Grossa-Pitaevskiiego[25]. W mojej
pracy, rezygnuj¡c z ilo±ciowegoopisuzjawiska, rozwa»amtzw. logarytmicznerównanieSchrödin-
gera i pokazuj¦, »e nieliniowo±¢(symuluj¡ca w pewien sposób oddziaªywanie mi¦dzy atomowe)
prowadzi do zaskakuj¡cych wniosków [2]. Okazuje si¦, »e nawet oddziaªywanie odpychaj¡ce
w ukªadzie mo»e prowadzi¢ do stabilizacji dynamiki w warunkach, w których dynamika bez
oddziaªywania jest niestabilna. Dyskusja ta, ze wzgl¦du na konieczno±¢rozwi¡zywania równa«
nieliniowych, przeprowadzona jest w przypadku puªapki obracaj¡cej si¦ wokóª jednej z jej osi
gªównych.

Niektóre fragmenty niniejszej pracy zostaªy opublikowane [1, 2, 3].



Rozdziaª 1

Separacja dynamiki oddziaªuj¡cego
ukªadu

Zasadniczymcelemmojej pracy magisterskiejjest dogª¦bne zbadaniei przedyskutowanie dy-
namiki pojedynczejcz¡stki umieszczonejw obracaj¡cej si¦ puªapceharmonicznej. W niniejszym
rozdziale chciaªbym przedstawi¢ argumenty, »e dobre zrozumienie tego problemu ma równie»
znaczeniew opisie ukªadu wielu cz¡stek, zarówno klasycznych jak i kwantowych, oddziaªuj¡-
cych dowolnymi wzajemnymi siªami. Jest tak bowiem dlatego, »eje±li tylko mamy do czynienia
z potencjaªemharmonicznym (nawet dowolnie zale»nym od czasu), to dynamika ±rodka masy
caªegoukªadu (zarówno klasycznegojak i kwantowego) jest caªkowicie niezale»nasi¦ od dyna-
miki wewn¦trznej ukªadu i jest taka samajak dynamika pojedynczej klasycznej lub kwantowej
cz¡stki w takim potencjale. Udowodnienie tego faktu, za [18], jest wªa±nieprzedstawione w tym
rozdziale.

1 Separacja dynamiki klasycznej

Rozwa»amy ukªad N identycznych, klasycznych punktów materialnych o masie m oddzia-
ªuj¡cych ze sob¡ siªami dwuciaªowymi, które s¡ izotropowe i jednorodne w przestrzeni. Caªy
ukªad umieszczony jest w puªapce - zewn¦trznym polu harmonicznym, którego parametry mog¡
zmienia¢si¦ w czasie.Hamiltonian takiego ukªadu jest nast¦puj¡cy 1:

H =
NX

a=1

pa 2

2m
+

m
2

NX

a=1

r a �V̂ �r a +
NX

a=1

NX

b>a

U
�

jr a � r bj
�

; (1.1)

gdzie funkcja U jest potencjaªem oddziaªywania, a macierz V̂ opisuje zewn¦trzne pole i jest
symetryczn¡, ew. zale»n¡ od czasumacierz¡. Oczywi±ciepoªo»eniar a i p¦dy pa s¡ wzajemnie

1 Indeksy górne (z literami z pocz¡tku alfabetu) numeruj¡ cz¡stki, a indeksy dolne (z literami ze ±rodka
alfabetu) numeruj¡ wspóªrz¦dne przestrzenne wektorów.
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2 Separacja dynamiki oddziaªuj¡cego ukªadu

sprz¦»onymi zmiennymi kanonicznymi, tzn. speªniones¡ nast¦puj¡ce nawiasy Poissona:

f r a
i ; pb

j g = � ij � ab; (1.2a)

f r a
i ; r b

j g = f pa
i ; pb

j g = 0: (1.2b)

Aby upro±ci¢naszopis mo»emy przej±¢do ukªadu odniesieniazwi¡zanegoze±rodkiem masy
caªegoukªadu:

R =
1
N

NX

a=1

r a; P =
NX

a=1

pa: (1.3)

Wtedy wspóªrz¦dne poszczególnych atomów w tym ukªadziewyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

R a = r a � R ; P a = pa �
1
N

P : (1.4)

W tym miejscu nale»y podkre±li¢,»e taka zamiana zmiennych nie jest transformacj¡ kano-
niczn¡. Nowe wspóªrz¦dne R a i P a nie s¡ bowiem niezale»ne,a zwi¡zane zale»no±ciami:

NX

a=1

R a = 0;
NX

a=1

P a = 0: (1.5)

Ze wzgl¦du na te zale»no±cinawiasy Poissonadla nowych zmiennych maj¡ posta¢:

f Ri ; Pj g =
1
N

NX

a=1

NX

b=1

f r a
i ; pb

j g =
1
N

NX

a=1

NX

b=1

� ij � ab = � ij ; (1.6a)

f Ri ; Rj g = f Pi ; Pj g = 0; (1.6b)

f Ri ; Pa
j g = f Ri ; pa

j g �
1
N

f Ri ; Pj g =
1
N

NX

b=1

f r b
i ; pa

j g �
1
N

� ij = 0; (1.6c)

f Pi ; Ra
j g = f Pi ; r a

j g � f Pi ; Rj g =
NX

b=1

f pb
i ; r a

j g + � ij = 0; (1.6d)

f Ri ; Ra
j g = f Pi ; Pa

j g = 0; (1.6e)

f Ra
i ; Pb

j g = f r a
i ; Pb

j g � f Ri ; Pb
j g = f r a

i ; Pb
j g = f r a

i ; pb
j g �

1
N

f r a
i ; Pj g =

= � ij � ab �
1
N

NX

c=1

f r a
i ; pc

j g = � ij � ab �
1
N

� ij ; (1.6f)

f Ra
i ; Rb

j g = f Pa
i ; Pb

j g = 0: (1.6g)

Z zale»no±ci(1.6f) wida¢,»eprzesuni¦te zmiennedynamiczne(1.4) nie s¡ dobrymi zmiennymi
kanonicznymi, gdy» dla ró»nych cz¡stek (a 6= b) wyst¦puje nieznikaj¡cy nawias Poissona. Jest
to efekt wspominanej wcze±niejzale»no±cinowych zmiennych (1.5).

Inaczej jest natomiast ze zmiennymi opisuj¡cymi dynamik¦ ±rodka masy R i P . Z wzorów
(1.6a) i (1.6b) wynika bowiem, »e maj¡ one wªasno±¢zmiennych kanonicznych. Dodatkowo
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znikaj¡ce nawiasy Poissona(1.6c), (1.6d) i (1.6e) oznaczaj¡, »es¡ one caªkowicie niezale»neod
pozostaªych stopni swobody ukªadu. Ma zatem senspytanie o hamiltonian i dynamik¦ opisuj¡c¡
±rodek masy caªegoukªadu.

Hamiltonian (1.1) mo»naprzepisa¢do nowych zmiennych wykorzystuj¡c nast¦puj¡ce zwi¡zki:

NX

a=1

r a �V̂ �r a =
NX

a=1

(R a + R ) �V̂ �(R a + R ) =

=
NX

a=1

R a �V̂ �R a + 2R �V̂ �
NX

a=1

R a +
NX

a=1

R �V̂ �R =

=
NX

a=1

R a �V̂ �R a + N R �V̂ �R ; (1.7)

NX

a=1

pa 2 =
NX

a=1

�
P a +

P
N

� 2

=

=
NX

a=1

P a 2 +
2P
N

�
NX

a=1

P a +
NX

a=1

P 2

N 2

=
NX

a=1

P a 2 +
P 2

N
; (1.8)

NX

a=1

NX

b>a

U
�

jr a � r bj
�

=
NX

a=1

NX

b>a

U
�

jR a � R bj
�

: (1.9)

Hamiltonian separujesi¦ nam formalnie na dwie cz¦±ci, z których jedna jest zwi¡zana wy-
ª¡cznie ze zmiennymi opisuj¡cymi ruch ±rodka masy, a druga ze zmiennymi (niekanonicznymi)
opisuj¡cymi dynamik¦ wzgl¦dem ±rodka masy poszczególnych cz¡stek:

H = H CM + H I : (1.10)

H CM =
P 2

2mN
+

mN
2

R �V̂ �R ; (1.11a)

H I =
NX

a=1

P a 2

2m
+

m
2

NX

a=1

R a �V̂ �R a +
NX

a=1

NX

b>a

U
�

jR a � R bj
�

: (1.11b)

Poniewa» zmienne±rodka masy maj¡ znikaj¡ce nawiasy Poissonaz pozostaªymizmiennymi,
to znikaj¡ równie» nawiasy f R i ; H I g = f Pi ; H I g = 0. Tym samym ruch ±rodka masy jest caªko-
wicie opisany przez hamiltonian H CM , który jest taki sam jak hamiltonian opisuj¡cy dynamik¦
pojedynczej cz¡stki o masiemN w zadanym zewn¦trznym potencjale harmonicznym.
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2 Separacja dynamiki kwantowej

Analogicznejseparacjimo»emy dokona¢w przypadku kwantowegonierelatywistycznegoukªa-
du N nierozró»nialnych cz¡stek. Najªatwiej to zauwa»y¢u»ywaj¡c formalizmu drugiej kwanty-
zacji w obrazie Schrödingera, gdzie wszystkie operatory s¡ niezale»neod czasu. Wprowadzamy
zatem operatory pola b (r ) i b y(r ) speªniaj¡ce odpowiednie relacje (anty)komutacyjne2:

h
b (r ); b y(r 0)

i

�
= bN � (3) (r � r 0); (1.12a)

h
b (r ); b (r 0)

i

�
=

h
b y(r ); b y(r 0)

i

�
= 0; (1.12b)

gdzie operator liczby cz¡stek bN zde�niowany jest nast¦puj¡co:

bN =
Z

d3r b y(r ) b (r ): (1.13)

Kwantowy hamiltonian rozwa»anegoukªadu cz¡stek zapisujemy w tym formalizmie nast¦pu-
j¡co:

bH =
Z

d3r b y(r )
�

� ~2r 2

2m
+

m
2

r �V̂ �r
�

b (r ) +

+
1
2

Z Z
d3r d3r 0 b y(r ) b y(r 0)U

�
jr � r 0j

� b (r 0) b (r ); (1.14)

gdzie tak jak poprzedniomacierz V̂ jest symetryczna i mo»ezale»e¢od czasu. Mo»na pokaza¢,
»e dla tak zde�niowanego hamiltonianu operator liczby cz¡stek bN jest staª¡ ruchu, tzn. jest
przemienny z tym hamiltonianem.

Tak jak zostaªopokazanew pracy [18] rozseparowanie hamiltonianu nast¡pi je±li wprowa-
dzimy nowe operatory (odpowiedniki wspóªrz¦dnych w ukªadzie ±rodka masy) i wprowadzimy
nowe (przesuni¦te) wspóªrz¦dne:

bR =
1

N̂

Z
d3r b y(r ) r b (r ); (1.15a)

bP =
~
i

Z
d3r b y(r ) r b (r ); (1.15b)

r c = r � bR ; (1.15c)
~
i
r c =

~
i
r �

1
bN

bP : (1.15d)

Oprócz tego, »eoperator liczby cz¡stek bN jest staª¡ ruchu, to dodatkowo jest on przemienny
z operatorem poªo»enia±rodka masy bR i caªkowitego p¦du bP . Natomiast operatory bR i bP
speªniaj¡ nast¦puj¡c¡ relacj¦ (wynikaj¡c¡ z tego, »e[r i ; @j ] = � � ij ):

h
bRi ; bPj

i
= i~ bN � ij : (1.16)

2Zgodnie z twierdzeniem o zwi¡zku spinu zestatystyk¡ komutatory s¡ w przypadku bozonów, a antykomutatory
w przypadku fermionów.
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Dodatkowo operatory te komutuj¡ z operatorami pola w nast¦puj¡cy sposób:
h

bR ; b (r )
i

=
1
bN

Z
d3r 0

h
b y(r 0) r 0 b (r 0); b (r )

i
=

=
1
bN

Z
d3r 0

h
b y(r 0); b (r )

i
r 0 b (r 0) =

= �
1
bN

Z
d3r 0 bN � (3) (r � r 0) r 0 b (r 0) =

= � r b (r ); (1.17a)
h

bP ; b (r )
i

=
~
i

Z
d3r 0

h
b y(r 0) r r 0 b (r 0); b (r )

i
=

=
~
i

Z
d3r 0

h
b y(r 0); b (r )

i
r r 0 b (r 0) =

= �
~
i

Z
d3r 0 bN � (3) (r � r 0) r r 0 b (r 0) =

= i~ bN r b (r ): (1.17b)

Analogicznie jak w przypadku klasycznym ka»d¡ cz¦±¢ hamiltonianu mo»na formalnie po-
dzieli¢ dwie cz¦±ci:

Z
d3r b y(r ) r �V̂ �r b (r ) =

Z
d3r c b y(r c) r c �V̂ �r c b (r c) +

+ bN bR �V̂ � bR ; (1.18)
Z

d3r b y(r ) r 2 b (r ) =
Z

d3r c b y(r c) r 2
c

b (r c) +

�
1

~2 bN
bP ; (1.19)

Z Z
d3r d3r 0 b y(r ) b y(r 0)U

�
jr � r 0j

� b (r 0) b (r ) =

=
Z Z

d3r c d3r 0
c

b y(r c) b y(r 0
c)U

�
jr c � r 0

c j
� b (r 0

c) b (r c): (1.20)

Zatem analogiczniejak dla dynamiki klasycznej(1.10) mo»emy zapisa¢hamiltonian jako:

bH = bH CM + bH I ; (1.21)

gdzie:

bH CM =
bP

2

2m bN
+

m bN
2

bR �V̂ �R̂ ; (1.22a)

bH I =
Z

d3r c b y(r c)
�

� ~2r 2
c

2m
+

m
2

r c �V̂ �r c

�
b (r c) +

+
1
2

Z Z
d3r c d3r 0

c
b y(r c) b y(r 0

c)U
�
jr c � r 0

c j
� b (r 0

c) b (r c): (1.22b)
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Tak zapisany hamiltonian opisuje dynamik¦ dwóch ukªadów, z których jeden (ten opisuj¡cy
dynamik¦ ±rodka masy) w ogólenie zale»yod dynamiki wewn¦trznej ukªadu. Jest tak dlatego,
»eoperatory poªo»enia±rodka masy bR oraz caªkowitego p¦du bP komutuj¡ z hamiltonianem bH I .
Istotnie, wykorzystuj¡c relacje (1.16) i (1.17) otrzymujemy:

h
bR ; bH I

i
=

h
bR ; bH

i
�

h
bR ; bH CM

i
=

i~
m

bP �
i~
m

bP = 0; (1.23a)
h

bP ; bH I

i
=

h
bP ; bH

i
�

h
bP ; bH CM

i
= � i~m bN 2 V̂ � bR + i~m bN 2 V̂ � bR = 0: (1.23b)

W tym miejscu nale»y podkre±li¢, »e separacjaruchu ±rodka masy zachodzi dla dowolnej
zale»no±cimacierzy V̂ od czasu.



Rozdziaª 2

Dynamik a cz¡stki w obracaj¡cej si¦
puªapce harmonicznej

W tym rozdziale zostanieprzedyskutowana dynamika klasycznejcz¡stki w jednostajnie ob-
racaj¡cym si¦ tró jwymiarowym potencjaleharmonicznym. Jak wynika z analizy przedstawionej
w poprzednimrozdzialedokªadnietaka samadynamika opisujeruch ±rodka masydowolnej liczby
klasycznych cz¡stek oddziaªuj¡cych siªami zale»nymi tylko od odlegªo±cimi¦dzy nimi, jak rów-
nie» ruch ±rodka masy dowolnegoukªadu kwantowo-mechanicznego.

Jest zatem jasne, »e dokªadne zrozumienie dynamiki klasycznej w takim potencjale jest
bardzo wa»new caªej analizie problemu dynamiki ukªadu oddziaªuj¡cego, a jak si¦ okazuje nie
jest ona do ko«ca znana w literaturze (patrz [3]), cho¢by ze wzgl¦du na uproszczeniajakich si¦
zawszew takiej analizie dokonuje.

Zajmujemy si¦ dynamik¡ cz¡stki w tró jwymiarowym dowolnie asymetrycznym potencjale
harmonicznym, obracaj¡cym si¦ wokóª ustalonegokierunku w przestrzeni,ale dowolnie zoriento-
wanegowzgl¦dem osigªównych puªapki. Szczególnym przypadkiem naszejanalizy (który równie»
zostanieprzedyskutowany) jest obrót wokóª jednej z osi gªównych puªapki, który jest standar-
dowym podej±ciemw dotychczasowych pracach [4, 5].

1 Ukªad obraca j¡cy si¦

1.1 Równania ruc hu

Ukªad obracaj¡cy si¦ nie jest ukªademinercjalnym. Nie jest zatemw nim speªnionaI I zasada
dynamiki. Taki ukªad jest scharakteryzowany w ukªadzie inercjalnym przez antysymetryczny
tensordrugiegorz¦du zwany pr¦dk o±ci¡ k¡to w¡ 
̂ . Oczywi±ciepr¦dk o±¢k¡to wa (jak ka»dytensor
antysymetryczny w tró jwymiarowej przestrzeni) jest stowarzyszonaz pewnym pseudo-wektorem

 zwanym wektorem pr¦dk o±cik¡to wej poprzezrelacj¦:


 i = � ij k 
 j k ; (2.1)

gdzie �̂ jest caªkowicie antysymetrycznym tensorem Levi-Civit y. Czasami przydatne jest rów-
nie» zapisaniewektora pr¦dk o±cik¡to wej jako: 
 = 
 n , gdzie n jest wektorem jednostkowym

7
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wskazuj¡cym kierunek osi obrotu, a 
 jest dªugo±ci¡wektora pr¦dk o±cik¡to wej.
Pr¦dk o±¢k¡to wa pozwala nam przelicza¢ewolucj¦ dowolnej wielko±ciwektorowej z ukªadu

inercjalnegodo obracaj¡cego si¦ zgodnie ze wzorem:

d'
d't

u =
d
dt

u � 
̂ �u (2.2a)

lub inaczej poprzezwykorzystanie wektora pr¦dk o±cik¡to wej 
 :

d'
d't

u =
d
dt

u � 
 � u : (2.2b)

Zgodnie z tymi wzorami przeksztaªcaj¡ si¦ wszystkie wielko±ciwektorowe; w szczególno±cipo-
ªo»eniei jego pochodne. Stosuj¡c dwukrotnie ten przepis do wektora poªo»eniai wykorzystuj¡c
I I zasad¦ dynamiki do przy±pieszeniamierzonegow ukªadzie inercjalnym otrzymujemy odpo-
wiednik I I zasadydynamiki w ukªadzieobracaj¡cym si¦ zwany wzorem Coriolisa1:

1
m

F = •r + 2 
̂ � _r + 
̂ 2 �r : (2.3)

Drugi czªonpo prawej stronie tego równania historycznie nazywa si¦ przy±pieszeniemCoriolisa,
a trzeci przy±pieszeniemod±rodkowym.

1.2 Hamiltonian

Z punktu widzenia teoretycznegojak równie»praktycznegowa»nejest, aby znale¹¢hamilto-
nian, który prowadzi do wzoru Coriolisa (2.3). Wiemy, »ew ukªadzie inercjalnym do I I zasady
dynamiki prowadzi prosty hamiltonian:

H (t) =
p2

2m
+ V(r ; t): (2.4)

Je±li tylko V (r ; t) jest energi¡ potencjaln¡ pola siªy, tzn. F = �r V (r ; t).
Poka»emy teraz, »e do wzoru Coriolisa prowadzi hamiltonian, który jest postaci (patrz np.

[5]):

H (t) =
p2

2m
+ r � 
̂ �p + V (r ; t): (2.5)

Kanonicznerównania Hamiltona dla takiego hamiltonianu maj¡ posta¢:

_r =
1
m

p � 
̂ �r ; (2.6a)

_p = F � 
̂ �p: (2.6b)

1Od tej pory kropka b¦dzie oznaczaªapochodn¡ po czasiew ukªadzie obracaj¡cym si¦.
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Ró»niczkuj¡c pierwszerównanie, oraz wykorzystuj¡c równaniepierwszei drugie do wyrugowania
p¦du kanonicznegootrzymujemy:

•r =
1
m

_p � 
̂ � _r

=
1
m

F �
1
m


̂ �p � 
̂ � _r

=
1
m

F �
1
m


̂ �
�

m _r + m
̂ �r
�

� 
̂ � _r

=
1
m

F � 2 
̂ � _r � 
̂ 2 �r : (2.7)

Widzimy zatem, »eaby opisywa¢ pewien ukªad zadany jakim± hamiltonianem w ukªadzieobra-
caj¡cym si¦ nale»ydo hamiltonianu doda¢ czªonr � 
̂ �p, który jest sprz¦»eniemmomentu p¦du
do pr¦dk o±cik¡to wej puªapki: 
 �(r � p).

2 Obraca j¡cy si¦ potencjaª harmoniczn y

Energia potencjalna w tró jwymiarowym potencjale harmonicznym jest form¡ kwadratow¡
wychylenia cz¡stki ze stanu równowagi. Je»eli taki potencjaª si¦ obraca, to jedyna zmiana jest
taka, »eowa forma zale»yod czasu.Pozostaje jednak nadal form¡ kwadratow¡ wychyle«. Zatem
hamiltonian cz¡stki w obracaj¡cym si¦ potencjale harmonicznym zadany jest nast¦puj¡co:

H (t) =
p2

2m
+

m
2

r �V̂ (t) �r : (2.8)

Wida¢, »e znaczenie�zyczne ma jedynie cz¦±¢symetryczna macierzy V̂ (t) dlatego od tej pory
b¦dziemy zakªadali, »e macierz ta po prostu jest symetryczna. Aby opisywaªa ona ukªad har-
moniczny musi by¢ dodatnio-okre±lona,aby hamiltonian miaª minimum i tym samym ruch byª
faktycznie harmoniczny.

Aby upro±ci¢dalszerozumowanie wygodnie jest opisywa¢ naszukªad w ukªadziewspóªobra-
caj¡cym si¦ z potencjaªem, w którym potencjaª nie zale»y od czasu. Zgodnie z argumentami
przedstawionymi w podrozdziale (1.2) hamiltonian w tym ukªadziema posta¢:

H =
p2

2m
+ r � 
̂ �p +

m
2

r �V̂ �r : (2.9)

Hamiltonian ten ju» nie zale»yod czasu,bo jedyna taka zale»no±¢byªa w potencjale, który si¦
obracaª.

Dodatkowo w tym ukªadzie mo»emy wybra¢ ukªad wspóªrz¦dnych w ten sposób, aby ma-
cierz potencjaªu V̂ byªa diagonalna (jest bowiem macierz¡ symetryczn¡). Pr¦dk o±¢k¡to wa jest
oczywi±cienadal macierz¡ antysymetryczn¡. Sparametryzujmy macierz potencjaªu i pr¦dk o±¢
k¡to w¡ nast¦puj¡co:

V̂ =

0

@
Vx 0 0
0 Vy 0
0 0 Vz

1

A ; 
̂ =

0

@
0 � 
 z 
 y


 z 0 � 
 x

� 
 y 
 x 0

1

A : (2.10)
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Kanonicznerównania ruchu zadaneprzez hamiltonian (2.9) maj¡ posta¢:

_r =
1
m

p � 
̂ �r ; (2.11a)

_p = � m V̂ �r � 
̂ �p: (2.11b)

3 Staªe ruchu

Z punktu widzeniaprostoty opisu ruchu, jak równie»wiedzy na temat samejdynamiki wa»ne
jest aby zna¢staªe ruchu wyst¦puj¡ce w problemie. Znajomo±¢bowiem staªych ruchu zdradza
nam nie tylko jak w prosty sposóbmo»nadynamik¦ scharakteryzowa¢, ale równie» mówi nam
o symetriach ukªadu. Dlatego teraz zajm¦ si¦ problemem istnienia staªych ruchu w naszym
ukªadzie.

3.1 Linio we staªe ruc hu

Na pocz¡tek sprawd¹my, czy w naszymukªadziewyst¦puj¡ staªeruchu liniowe w poªo»eniach
i p¦dach. Najbardziej ogólna taka staªa ruchu musi by¢ postaci:

C = � �r + � �p; (2.12)

gdziewektory � i � s¡ pewnymi parametrami charakteryzuj¡cymi nasz¡ wielko±¢.Ró»niczkuj¡c
t¡ wielko±¢po czasiei wykorzystuj¡c równania ruchu (2.11) otrzymujemy:

0 = _C = � � _r + � � _p =

= � �
�

1
m

p � 
̂ �r
�

+ � �
�

� m V̂ �r � 
̂ �p
�

=

=
�


̂ � � � m V̂ ��
�

�r +
�


̂ � � +
1
m

�
�

�p: (2.13)

›¡danie, aby wielko±¢C byªa staª¡ ruchu jest zatem równowa»nez »¡daniem, aby byª speªniony
poni»szyukªad równa« na parametry � i � :

0 = 
̂ �� � m V̂ �� ; (2.14a)

0 = 
̂ �� +
1
m

� : (2.14b)

Wyznaczaj¡c z równania (2.14b) wielko±¢ � i wstawiaj¡c do równania (2.14a) otrzymujemy
natychmiast równanie: �


̂ 2 + V̂
�

�� = 0: (2.15)

Równanie to w ogólno±cinie mo»eby¢ speªnione(pozatrywialn ym przypadkiem � = 0). Jednak
wyst¦puj¡ca tu macierz 
̂ 2 + V̂ dla pewnych warto±ci pr¦dk o±cik¡to wej 
 jest zdegenerowana.
Istotnie, w naszejparametryzacji ma ona posta¢:


̂ 2 + V̂ =

0

@
Vx � 
 2

y � 
 2
z 
 x 
 y 
 x 
 z


 x 
 y Vy � 
 2
z � 
 2

x 
 y 
 z


 x 
 z 
 y 
 z Vz � 
 2
x � 
 2

y

1

A : (2.16)



11

Degeneracjawyst¦puje gdy pr¦dk o±¢k¡to wa puªapki zeruje wyznacznik tej macierzy, tzn. gdy
speªnionejest równanie dwukwadratowe:

0 = Det
�


̂ 2 + V̂
�

= � 
 2
�

Tr(V̂ ) � 
 2
�

n �V̂ �n + 
 2n �V̂ 2 �n + Det(V̂ ): (2.17)

Warunek ten wyznaczanam dwie charakterystycznecz¦sto±ciw naszymproblemiedanewzorem:


 � =

s
b�

p
b2 � 4ac
2a

; (2.18)

gdzie a = n �V̂ �n ; b = Tr(V̂ )n � V̂ �n � n � V̂ 2 �n i c = Det(V̂ ). Poniewa» parametry a, b i c s¡
dodatnie to wyznaczonew ten sposóbcz¦sto±ci s¡ rzeczywiste.

Jak si¦ oka»ew podrozdziale (5.1) pomi¦dzy tymi cz¦sto±ciami le»y tzw. pierwszy obszar
niestabilno±ci, w którym ukªad ma niestabilne rozwi¡zania, a wyznaczonetuta j cz¦sto±ci 
 �

wyznaczaj¡ takie pr¦dk o±ci obrotu puªapki, dla których dodatkowa staªa ruchu zwi¡zana jest
z pojawiaj¡c¡ si¦ wtedy swobodn¡ dynamik¡.

3.2 K wadrato we staªe ruc hu

Podobn¡ analiz¦ mo»emy przeprowadzi¢ dla wielko±ci,które s¡ kwadratowymi formami po-
ªo»e«i p¦dów. Najogólniejsz¡ posta¢takiej wielko±cimo»nazapisa¢nast¦puj¡co:

C =
m
2

r �Û �r + r �Ŵ �p +
1

2m
p�T̂ �p; (2.19)

gdzie macierzeÛ, Ŵ i T̂ s¡ parametrami charakteryzuj¡cymi nasz¡ zachowan¡ wielko±¢. Bez
zmniejszania ogólno±cimo»emy przyj¡¢, »e macierze T̂ i Û s¡ symetryczne, gdy» ich cz¦±ci
antysymetrycznenie wnosz¡ »adnegowkªadu do wielko±ciC. Post¦puj¡c analogiczniejak w po-
przednim przypadku obliczamy pochodn¡ tej wielko±ci po czasie i wykorzystujemy równania
ruchu (2.11) otrzymuj¡c:

0 = _C = m _r �Û �r + _r �Ŵ �p + r �Ŵ � _p +
1
m

_p�T̂ �p =

=
�

1
m

p � 
̂ �r
�

�
�

m Û �r + Ŵ �p
�

+

+
�

r �Ŵ +
1
m

p�T̂
� �

� m V̂ �r � 
̂ �p
�

=

= m r �
�


̂ �Û � Ŵ �V̂
�

�r + r �
� h


̂ ; Ŵ
i

+ Û � V̂ �T̂
�

�p +

+
1
m

p�
�

Ŵ � T̂ � 
̂
�

�p: (2.20)
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›¡da j¡c zatem, aby wielko±¢C byªa staªa w czasieotrzymujemy ukªad równa«2:

0 =
h

̂ ; Û

i
� Ŵ �V̂ � V̂ �Ŵ T ; (2.21a)

0 =
h

̂ ; Ŵ

i
+ Û � V̂ �T̂ ; (2.21b)

0 =
h

̂ ; T̂

i
+ Ŵ + Ŵ T : (2.21c)

Jest to ukªad równa« liniowych na macierze Û, T̂ i Ŵ . Rozwi¡zanie takiego ukªadu nie jest
trudne koncepcyjnie, ale »mudne. Dlatego do jego rozwi¡zania u»yªem programu do oblicze«
symbolicznych Maple 8. Szczegóªowy sposób rozwi¡zywania tego ukªadu przedstawiony jest
w dodatku A. Tutaj podam tylko wynik tej analizy.

Okazuje si¦, »e ten ukªad równa« mo»na speªni¢ na trzy niezale»nesposoby, a macierze
opisuj¡ce naszestaªe ruchu mo»nawyrazi¢ w sposób niezale»ny ani od ich parametryzacji ani
od wyboru ukªadu wspóªrz¦dnych:

1. staªa zerowegorz¦du 3 - hamiltonian

C1 =

8
<

:

T̂ = Î
Û = V̂

Ŵ = 
̂
(2.22a)

Oczywi±cietakiego wyniku nale»aªosi¦ spodziewa¢, gdy» w ukªadzie obracaj¡cym si¦ ha-
miltonian nie zale»yod czasui tym samym jest staª¡ ruchu.

2. staªa pierwszegorz¦du

C2 =

8
<

:

T̂ = V̂ � 3
̂ 2

Û = V̂ 2 � V̂ � 
̂ 2 � 
̂ 2 �V̂ � 
̂ �V̂ � 
̂
Ŵ = 
̂ �V̂ + 2V̂ � 
̂ � 
̂ 3

(2.22b)

3. staªa drugiegorz¦du

C3 =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

T̂ = 3V̂ 2 + 4
̂ 2 �V̂ + 4V̂ � 
̂ 2 + 
̂ �V̂ � 
̂ + 8
 2 �V̂ +
� 13Tr(V̂ )(
 2Î � 
̂ 2)

Û = 3V̂ 3 � 2V̂ � 
̂ 4 � 2
̂ 4 �V̂ + 3
̂ 2 �V̂ � 
̂ 2 � 
 2
̂ � V̂ � 
̂+
� 3V̂ 2 � 
̂ 2 � 3
̂ 2 �V̂ 2 � 3
̂ �V̂ 2 � 
̂ � 9V̂ � 
̂ 2 �V̂ � 6V̂ � 
̂ �V̂ � 
̂+
� 6
̂ �V̂ � 
̂ �V̂ � 5
 2V̂ 2 + 13Tr(V̂ � 
̂ 2)V̂

Ŵ = � 2
̂ 5 � 2V̂ � 
̂ 3 + 2
̂ 3 �V̂ + 7
̂ 2 �V̂ � 
̂ + 4
̂ �V̂ � 
̂ 2+
+3 
̂ �V̂ 2 + 6V̂ � 
̂ �V̂ + 6V̂ 2 � 
̂

(2.22c)

2Wykorzystujemy fakt, »e dla wielko±ci stoj¡cyc h pomi¦dzy dwoma poªo»eniami lub dwoma p¦dami istotne
s¡ tylko ich cz¦±ci symetryczne.

3Rz¦dem staªej ruchu okre±lamy wymiar macierzy T̂ w jednostkach kwadratu cz¦sto±ci.
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Istnienie trzech staªych ruchu kwadratowych w poªo»eniach i p¦dach nie powinno nas dzi-
wi¢. Naszukªad jest bowiem kanonicznierównowa»ny ukªadowi trzech niezale»nych oscylatorów
harmonicznych, których struktura jest zaprezentowana w dalszej analizie. Tym samym mamy
tak naprawd¦ trzy hamiltoniany jednowymiarowych oscylatorów i ka»dy z nich jest staª¡ ruchu
w naszym problemie. Transformacja kanoniczna ª¡cz¡ca nasz ukªad ze wspomnianym ukªa-
dem niezale»nych oscylatorów jest liniowa. Znalezieniejednak jej jawnej postaci z praktycznego
punktu widzenia jest niewykonalne. Znajomo±¢trzech staªych ruchu w naszymproblemie daje
natomiast peªn¡ informacj¦ o zachowanych wielko±ciach, a nieznanehamiltoniany s¡ nadal nie-
znan¡ kombinacj¡ liniow¡ tych staªych.

Przypadek zdegenero wany

Je±li wektor pr¦dk o±cik¡to wej puªapki jest równolegªy do jednej z jej osi gªównych wyzna-
czonepowy»ej staªe ruchu staj¡ si¦ liniowo zale»ne. Jest tak dlatego, ze ruch w kierunku osi
obrotu caªkowicie si¦ wtedy oddzielaod reszty dynamiki i energiadrga« w tym kierunku staje si¦
jedn¡ zestaªych ruchu. Wtedy pozostajemy z problememdwuwymiarowej puªapki harmonicznej
obracaj¡cej si¦ wokóª osi prostopadªejdo pªaszczyzny puªapki. Ukªad taki ma dwie staªeruchu
kwadratowe w p¦dach i poªo»eniach okre±loneprzez ukªad równa« (2.21). Maj¡ one posta¢:

1. staªa zerowegorz¦du - hamiltonian

C1 =

8
<

:

T̂ = Î
Ŵ = 
̂
Û = V̂

(2.23a)

Oczywi±ciehamiltonian caªegoukªadu nadal ma t¡ sam¡ posta¢,z tym »epr¦dk o±¢k¡to wa

̂ jest teraz macierz¡ dwuwymiarow¡ postaci:


̂ =
�

0 � 


 0

�
:

Warto zauwa»y¢ju» w tym miejscu,»ez tego powodu przypadekdwuwymiarowy jest du»o
ªatwiejszydo rozpatrywania od przypadku ogólnego- tró jwymiarowego. W tym przypadku
bowiem kwadrat pr¦dk o±cik¡to wej jest macierz¡ proporcjonaln¡ do macierzy jednostkowej
i tym samym jest przemienny ze wszystkimi innymi macierzami.

2. staªa pierwszegorz¦du

C2 =

8
<

:

T̂ = V̂
Ŵ = 
̂ �V̂ + 2V̂ � 
̂ + 2
̂ 3

Û = V̂ 2 + V̂ � 
̂ 2 � 
̂ �V̂ � 
̂
(2.23b)

4 Rozwi¡zanie poprzez mody wªasne

4.1 Równanie charakteryst yczne

Równania ruchu (2.11) s¡ równaniami liniowymi. Dlatego naturaln¡ drog¡ ich rozwi¡zywania
jest poszukiwanie rozwi¡za« w postaci tzw. modów wªasnych. W tym celu zapisujemy równania
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ruchu w postaci:
d
dt

�
r (t)
p(t)

�
=

 
� 
̂ 1

m Î
� mV̂ � 
̂

!

�
�

r (t)
p(t)

�
(2.24)

i wprowadzamy nowy, sze±ciowymiarowy wektor R (t) =
�

r (t)
p(t)

�
zbudowany z wektorów poªo»e-

nia i p¦du. Rozwi¡zania liniowegorównania ruchu (2.24) poszukujemy w postacimodu wªasnego
- rozwi¡zania oscylacyjnegoo cz¦sto±ci ! :

R (t) = R 0ei! t : (2.25)

Po wstawieniu do (2.24) otrzymujemy ukªad równa« liniowych jednorodnych, który musi speªnia¢
amplituda R 0:  

� 
̂ � i! Î 1
m Î

� mV̂ � 
̂ � i! Î

!

� R 0 = 0: (2.26)

W ten sposób dostajemy warunek jaki musi speªnia¢ cz¦sto±¢ wªasna modu ! , bowiem nie-
trywialne rozwi¡zanie tego równania istnieje tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy mno»¡cej
amplitud¦ R 0 znika. Dostajemy zatem charakterystycznerównanie na cz¦sto±ciwªasnew zale»-
no±ciod parametrów puªapki, kierunku jej obrotu, oraz pr¦dk o±cik¡to wej obrotu. Jak zostaªo
pokazanew [18] ma ono posta¢:

! 6 + A! 4 + B ! 2 + C = 0; (2.27)

gdzie parametry równania dane s¡ wzorami [18]:

A = � 2
 2 � Tr(V̂ ); (2.28a)

B = 
 4 + 
 2
h
3n �V̂ �n � Tr(V̂ )

i
+

Tr(V̂ )2 � Tr(V̂ 2)
2

; (2.28b)

C = � 
 4 n �V̂ �n + 
 2
h
Tr(V̂ )n �V̂ �n � n �V̂ 2 �n

i
� Det(V̂ ): (2.28c)

Wida¢, »erównaniecharakterystycznejest funkcj¡ kwadratu pr¦dk o±cik¡to wej puªapki. To ozna-
cza,»ecz¦sto±cicharakterystyczne, tak jak nale»ysi¦ spodziewa¢,nie zale»¡ od znaku pr¦dk o±ci
obrotu 
 . Równanie(2.27) jest w istocie równaniemtrzeciegostopnia na kwadraty cz¦sto±ciwªa-
snych poszczególnych modów � = ! 2. Warto równie» zauwa»y¢,»erównanie charakterystyczne
w tej parametryzacji w ogólenie zale»yod masy cz¡stki.

Cz¦sto±ci wªasnezale»¡ od ró»nych parametrów, które mo»emy (przynajmniej teoretycznie)
kontrolowa¢ w do±wiadczeniu:kierunek i pr¦dk o±ciobrotu puªapki i jej warto±ci wªasne. Je±li
mamy do czynienia z puªapk¡ o ustalonych warto±ciach wªasnych i ustalony jest kierunek jej
obrotu to jedynym parametrem, który mo»emy zmienia¢ jest pr¦dk o±¢obrotu 
 . W takiej
sytuacji równanie charakterystyczne

Q(�; 
) = � 3 + A(V̂ ; 
 ; n )� 2 + B (V̂ ; 
 ; n )� + C(V̂ ; 
 ; n ) (2.29)

de�niuje nam pewn¡ krzyw¡ na pªaszczy¹nie
 � i pozwala gra�cznie odczytywa¢warto±ciwªasne
drgaj¡cego ukªadu (Rys.2.1).
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Rysunek 2.1: Krzyw a zadana przez wielomian charakteryst yczny (2.29) dla puªapki Vx = 1, Vy = 2 i Vz = 3
oraz kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy nx = ny = nz = 1=

p
3. Linie przerywane ograniczaj¡

pierwszy obszar niestabilno±ci, w którym kwadrat jednej pary cz¦sto±ci wªasnych staje si¦ ujemny. Natomiast
pomi¦dzy kropkowanymi liniami znajduje si¦ drugi obszar niestabilno±ci, gdzie istnieje tylko jedno rzeczywiste
rozwi¡zanie równania charakteryst ycznego.

5 Stabilno±¢ ruchu

Ukªad harmoniczny b¦dziemy nazywamy stabilnym, gdy wszystkie jego mody wªasne(2.25)
b¦d¡ miaªy rzeczywistecz¦sto±ciwªasne.Jest to bowiem warunek konieczny, aby drgania ukªadu
byªy ograniczone.Ukªad b¦dzie zatem stabilny dla tych pr¦dk o±ciobrotu puªapki 
 , dla których
wszystkie trzy pierwiastki wielomianu (2.29) b¦d¡ rzeczywistei dodatnie.

Jak wida¢ na rys. 2.1 mo»esi¦ zdarzy¢, »e istnieje taki przedziaª pr¦dk o±ci obrotu 
 , dla
którego dwie przeciwne cz¦sto±ci wªasnes¡ urojone (ich kwadrat jest ujemny). To oznacza,
»e amplituda takich modów zmienia si¦ wykªadniczo w czasie- dla jednegomodu narasta, dla
drugiego wygasa. Poniewa» rozwi¡zanie (poªo»eniei p¦d w funkcji czasu) musi by¢ wielko±ci¡
rzeczywist¡ to jest ono kombinacj¡ liniow¡ tych dwóch rozwi¡za« (»adnez nich nie jest rzeczy-
wiste) i w zwi¡zku z tym ukªad b¦dzie niestabilny. Zakres tych pr¦dk o±ciobrotu, dla których
zachodzi taka sytuacja nazywamy pierwszym obszaremniestabilno±ci.

W ogólno±cimo»emy mie¢ równie» do czynienia z drugim obszaremniestabilno±ci. Wida¢
bowiem na rysunku 2.1, »e (przynajmniej dla tej konkretnej sytuacji) istnieje taki przedziaª
pr¦dk o±ciobrotu, dla którego istnieje tylko jedno rzeczywisterozwi¡zanie równania charaktery-
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stycznego(2.29). Dwa pozostaªes¡ zespolone i sprz¦»onedo siebie4. W tym przypadku mamy
do czynienia z innym typem niestabilno±ci - wyst¦puj¡ oscylacje, których amplituda narasta
z czasem.

Warto równie»zauwa»y¢w tym miejscu, »edla odpowiednio du»ej pr¦dk o±ciobrotu puªapki
ukªad zawsze b¦dzie stabilny. Jest to powszechnie znany efekt stabilizuj¡cych wªasno±cisiªy
Coriolisa, którego naj±mielsz¡ realizacj¡ jest tzw. puªapka Paula5.

Dokªadnezbadaniewyst¦p owania obszarów niestabilno±cijest przedmiotemdalszejdyskusji.

5.1 Pierwszy obszar niestabilno±ci

Z pierwszym obszaremniestabilno±ci mamy do czynienia, gdy jedno z rozwi¡za« równa-
nia charakterystycznego(2.29) jest ujemne. Obszar ten zaczynasi¦ i ko«czy zatem dla takiej
pr¦dk o±ci obrotu, przy której jedna z cz¦sto±ci wªasnych si¦ zeruje. Iloczyn wszystkich trzech
kwadratów cz¦sto±ciwªasnych jest dany przezwyraz wolny równania charakterystycznegowzi¦t y
z minusem� C(V̂ ; 
 ; n ). Jest on wielomianem dwukwadratowym w pr¦dk o±cik¡to wej puªapki

 .

! 2
1! 2

2! 2
3 = 
 4n �V̂ �n � 
 2(Tr(V̂ )n �V̂ �n � n �V̂ 2 �n ) + Det(V̂ ): (2.30)

Zatem pierwszyobszarniestabilno±ciznajduje si¦ pomi¦dzy miejscamizerowymi tegowielomianu
ze wzgl¦du na pr¦dk o±¢k¡to w¡ puªapki. Wielomian ten ma miejscazerowe je±li wyró»nik tego
równania � jest nieujemny (je±li jest równy 0 to nie istnieje obszar,w którym cz¦sto±¢wªasna
jest urojona). Poka»my, »ewyró»nik ten nigdy nie jest ujemny. W tym celu, bez zmniejszania
ogólno±ciwywodu, przejd¹my do ukªadu wspóªrz¦dnych, w którym puªapka jest diagonalna,a jej
warto±ci wªasnespeªniaj¡ zwi¡zek Vx � Vy � Vz i rozpiszmy ten wyró»nik w tym ukªadzie.

� = (Tr(V̂ )n �V̂ �n � n �V̂ 2 �n )2 � 4Det(V̂ )n �V̂ �n =

=
�
(Vx + Vy + Vz)(n2

x Vx + n2
yVy + n2

zVz) � n2
xV 2

x � n2
yV 2

y � n2
zV 2

z

� 2
+

� 4VxVyVz(n2
xVx + n2

yVy + n2
zVz) =

=
�
n2

xVx (Vy + Vz) + n2
yVy(Vx + Vz) + n2

zVz(Vx + Vy)
� 2

+

� 4VxVyVz(n2
xVx + n2

yVy + n2
zVz) =

=
�
n2

xVx (Vz � Vy) + n2
yVy(Vz � Vx ) + n2

zVz(Vx � Vy)
� 2

+

+ VyVz(VzVyn2
zn2

y + VzVxn4
z � Vxn2

zVz + VzVxn2
zn2

x + VyVxn4
y +

� Vxn2
yVy + n4

xV 2
x + V 2

x n2
yn2

z � n2
xV 2

x + V 2
x n2

zn2
x + Vyn2

xVxn2
y +

+ V 2
x n2

yn2
x ) =

�
�Wykorzystujemy: n2

x = 1 � n2
y � n2

z

�
� =

=
�
n2

xVx (Vz � Vy) + n2
yVy(Vz � Vx ) + n2

zVz(Vx � Vy)
� 2

+

+4n2
yn2

zVyVz(Vz � Vx )(Vy � Vx ) � 0 (2.31)

Widzimy, »e wyró»nik jest sum¡ dwóch nieujemnych wyra»e«, zatem nasze twierdzenie jest
prawdziwe.

4Rozwi¡zania s¡ sprz¦»one, bo wspóªczynniki równania charakteryst ycznegos¡ rzeczywiste.
5Paul za swój pomysª puªapkowania jonów otrzymaª w 1989 Nagrod¦ Nobla z �zyki.
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Warto zauwa»y¢, »e wyró»nik ten mo»e si¦ zerowa¢ w pewnych warunkach i tym samym
pierwszyobszarniestabilno±cinie b¦dzie wyst¦p owaª. Mo»eto zachodzi¢ w dwóch przypadkach:

1. Puªapka jest cz¦±ciowo symetryczna:

� je±li Vx = Vz to:

� = n2
xVz(Vz � Vy) + n2

zVz(Vz � Vy) = Vz(Vz � Vy)(1 � n2
y):

Zatem wyró»nik ten znika je±li mamy obrót wokóª trzeciej osi gªównej puªapki n y = 1
(sytuacja zaprezentowana na rysunku 2.2) lub gdy puªapka jest caªkowicie syme-
tryczna, tzn. Vx = Vy = Vz.

� je±li Vy = Vx lub Vy = Vz to otrzymujemy analogicznewarunki obrotu wokóª trzeciej
osi gªównej, odpowiednio nz = 1 lub nx = 1.

2. je±li kierunek obrotu nie ma skªadowej ny lub nz:6

� je±li ny = 0 to:

� = [n2
xVx (Vz � Vy) + (1 � n2

x )Vz(Vx � Vy)]2 =

= [n2
xVy(Vz � Vx ) � Vz(Vy � Vx )]2:

Wida¢ zatem, »ewyró»nik znika je±li:

n2
x =

Vz(Vy � Vx )
Vy(Vz � Vx )

; (2.32a)

n2
z =

Vx (Vz � Vy)
Vy(Vz � Vx )

: (2.32b)

Wielko±ci te automatycznie speªniaj¡ warunki n2
x + n2

z = 1 oraz n2
x � 1 dla do-

wolnych warto±ci wªasnych macierzy V̂ speªniaj¡cych wcze±niejwymagany warunek
Vx � Vy � Vz. Przy tym warto zwróci¢ uwag¦, »enx = 1 zachodzi tylko dla Vy = Vz,
a nz = 1 tylko dla Vx = Vy .
Ten przypadek jest bardzo ciekawy, a zauwa»ony dopiero w naszejpracy [1]. Znikanie
bowiem pierwszegoobszaru niestabilno±cizachodzi dla dowolnie asymetrycznej pu-
ªapki harmonicznej je±li tylko odpowiednio wybierzesi¦ kierunek osi jej obrotu. Taka
sytuacja jest zilustrowana na rysunku 2.3.

� je±li nz = 0 to:

� = [n2
xVx (Vz � Vy) + (1 � n2

x )Vy(Vz � Vx )]2 =

= [n2
xVz(Vx � Vy) + Vy(Vz � Vx )]2

i warunek znikania wyró»nika

n2
x =

Vy(Vz � Vx )
Vz(Vy � Vx )

(2.33)

speªniawarunek nx � 1 tylko w trywialnej sytuacjach Vx = Vy = Vz (i wtedy nx = 0)
oraz Vy = Vz (wtedy nx = 1).

6Taki warunek daje mo»liwo±¢wyzerowania drugiego czªonu wyró»nika (2.31).
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Rysunek 2.2: Krzyw a zadana przez wielomian charakteryst yczny (2.29) dla puªapki Vx = Vz = 2 oraz Vy = 3.
Obrót nast¦puje wokóª osi Y puªapki, tzn. wektor obrotu jest zadany przez ny = 1, nx = nz = 0. W takim
przypadku zeruje si¦ wyró»nik (1) i pierwszy obszar niestabilno±ci nie wyst¦puje.

5.2 Punkt y o podwy»szonej symetrii

Warto zauwa»y¢, »e warunek wyst¦p owania dodatkowej staªej ruchu (2.17) liniowej w po-
ªo»eniach i p¦dach jest równowa»ny zerowaniu si¦ jednej z cz¦sto±ci wªasnych, co wynika ze
wzoru (2.30). Tym samym dyskutowane wcze±niejdodatkowe symetrie zwi¡zane z dodatkow¡
staª¡ ruchu pojawiaj¡ si¦ dla tych pr¦dk o±ciobrotu puªapki, które ograniczaj¡ pierwszy obszar
niestabilno±ci. Dlatego punkty te nazywamy punktami podwy»szonejsymetrii.

Pojawienie si¦ dodatkowej staªej ruchu jest oczywi±ciezwi¡zane z dodatkow¡ symetri¡ hamil-
tonianu. Aby pokaza¢istnienie tej staªej w naturalny sposóbnale»aªoby wykona¢transformacje
kanoniczn¡ do zmiennych opisuj¡cych poszczególnemody. W takich zmiennych cz¦±¢opisuj¡ca

mod o zerowej cz¦sto±cimiaªaby tylko cz¦±¢swobodn¡ H F = p2
F

2m .

Stosunkowo ªatwo mo»na poda¢ tak¡ transformacj¦ w przypadku zdegenerowanym - gdy
obrót puªapki odbywa si¦ wokóª jednej z osi gªównych. Bez zmniejszania ogólno±cimo»emy
przyj¡¢ wtedy, »e obrót nast¦puje wokóª osi z z pr¦dk o±ci¡ k¡to w¡

p
Vx , dla której mamy do

czynienia z punktem o podwy»szonejsymetrii. Hamiltonian takiego ukªadu ma wtedy posta¢
(dla uproszczeniam = 1):

H =
p2

x

2
+

p2
y

2
+

p2
z

2
+

Vxx2

2
+

Vyy2

2
+

Vzz2

2
+

p
Vx (xpy � ypx ): (2.34)
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Rysunek 2.3: Krzyw a zadanaprzez wielomian charakteryst yczny (2.29) dla puªapki Vx = 1, Vy = 2 i Vz = 3 oraz
kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy nx =

p
3=2, ny = 0, nz = 1=2. Taki kierunek obrotu speªnia

warunki zerowania wyró»nika (2.32). Jak wida¢ w tym przypadku nie wyst¦puje pierwszy obszar niestabilno±ci
nawet dla puªapki asymetrycznej.

Nowe zmiennekanoniczne,które rozseparowuj¡ taki hamiltonian maj¡ posta¢:

R1 =
1

p
(3Vx + Vy)(Vy � Vx )

h
(Vx + Vy)x � 2

p
Vxpy

i
; (2.35a)

P1 =

s
Vy � Vx

3Vx + Vy

�
px +

p
Vxy

�
; (2.35b)

R2 =
1

3Vx + Vy

h
(Vx + Vy)y � 2

p
Vxpx

i
; (2.35c)

P2 = py +
p

Vxx; (2.35d)

R3 = z; (2.35e)

P3 = pz: (2.35f)

Šatwo sprawdzi¢, »e jest to transformacja kanoniczna. Istotnie, mamy bowiem nast¦puj¡ce
nawiasy Poissona:

f R1; P1g =
1

p
(3Vx + Vy)(Vy � Vx )

s
Vy � Vx

3Vx � Vy
(Vx + Vy + 2Vx ) = 1; (2.36a)

f R2; P2g =
1

3Vx + Vy
(2Vx + Vx + Vy) = 1; (2.36b)
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Rysunek 2.4: Krzyw a zadana przez wielomian charakteryst yczny (2.29) dla puªapki Vx = 1, Vy = 3 i Vz = 4
w przypadku gdy obrót nast¦puje wokóª jednej z osi puªapki nx = nz = 0 i ny = 1. Pierwszy obszar niestabilno±ci
jest ograniczony wtedy przez cz¦sto±ci 
 � =

p
Vx oraz 
 + =

p
Vz . Jest tak zawsze dla obrotów wokóª jednej

z osi. W ogólno±ciszeroko±¢pierwszegoobszaru niestabilno±ci zale»y równie» od kierunku obrotu.

f R1; P2g = f R2; P1g = 0; (2.36c)

f R1; R2g =
1

p
(3Vx + Vy)(Vy � Vx )

� 2
p

Vx (Vx + Vy) + 2
p

Vx (Vx + Vy)
3Vx + Vy

= 0; (2.36d)

f P1; P2g =

s
Vy � Vx

3Vx + Vy
(�

p
Vx +

p
Vx ) = 0: (2.36e)

W tych nowych zmiennych kanonicznych hamiltonian (2.34) ma posta¢:

H =
P2

1

2
+

P2
2

2
+

P2
3

2
+

(3Vx + Vy)
2

R2
2 +

Vz

2
R2

3: (2.37)

Widzimy zatem, »edynamika opisanazmiennymi (R1,P1) jest dynamik¡ swobodn¡, a mod uzu-
peªniaj¡cy drga z cz¦sto±ci¡

p
3Vx + Vy , a dodatkow¡ staª¡ ruchu liniow¡ w p¦dach (zgodnie z

rozumowaniem w punkcie 3.1.) jest po prostu kanoniczny p¦d P1.

5.3 Drugi obszar niestabilno±ci

Drugi obszarniestabilno±cicharakteryzuje si¦ tym, »e istnieje tylko jeden rzeczywisty pier-
wiastek wielomianu charakterystycznego (2.29). Dwa pozostaªes¡ zespolone i sprz¦»one do
siebie.
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Rysunek 2.5: Krzyw a zadana przez wielomian charakteryst yczny (2.29) dla puªapki Vx = 1, Vy = 2 i Vz = 3
przy minimaln ym odchyleniu osi obrotu od osi puªapki, tzn. nx = sin(1=20), ny = 0 i nz = cos(1=20). Wida¢, »e
natychmiast pojawiª si¦ drugi obszar niestabilno±ci (pomi¦dzy przerywanymi liniami).

Na pocz¡tek udowodnijmy nast¦puj¡ce proste stwierdzenie: je±li obrót puªapki nast¦puje
wokóª jednej z jej osi gªównych, to drugi obszarniestabilno±cinie wyst¦puje . Istotnie, zaªó»my
bez zmniejszania ogólno±ci,»e obrót nast¦puje wokóª osi z, tzn. w ukªadzie wspóªrz¦dnych,
w którym macierz potencjaªu jest diagonalna kierunek obrotu jest zadany przez n = (0; 0; 1).
Wtedy wielomian charakterystyczny natychmiast si¦ faktoryzuje do postaci:

Q(� ) =
�
� 2 � � (2
 2 + Vx + Vy) + 
 4 � 
 2(Vx + Vy) + VxVy

�
(� � Vz): (2.38)

To co wida¢ od razu, to fakt, »e dynamika wzdªu» kierunku obrotu jest caªkowicie niezale»na
od pozostaªych stopni swobody, jak równie» od pr¦dk o±ciobrotu. Jest to oczywiste, gdy» obrót
mo»ezmienia¢ dynamik¦ tylko w pªaszczy¹nieprostopadªej do kierunku obrotu. Pozostajemy
wi¦c w zasadziez problememdwuwymiarowym.

Równanie kwadratowe na kwadraty cz¦sto±ci wªasnych, które opisuje dynamik¦ w kierunku
prostopadªym do osi obrotu ma rzeczywiste pierwiastki je±li tylko nast¦puj¡cy wyró»nik jest
nieujemny:

~� = (2
 2 + Vx + Vy)2 � 4(
 4 � 
 2(Vx + Vy) + VxVy) =

= 8
 2(Vx + Vy) + (Vx � Vy)2 � 0: (2.39)

Zatem faktycznie,dla obrotu wokóª jednej z osi gªównych puªapki drugi obszarniestabilno±cinie
wyst¦puje.

Je±li tylko o±obrotu jest odchylona od kierunku osi gªównej (nawet minimalnie) natychmiast
pojawia si¦ drugi obszarniestabilno±ci. Tak¡ sytuacj¦ ilustruje rysunek 2.5.
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Rysunek 2.6: Szeroko±¢drugiego obszaru niestabilno±ci w funkcji kierunku osi obrotu dla puªapki Vx = 1,
Vy = 2 i Vz = 3. Kierunek osi obrotu okre±lony przez k¡t y � i � zwi¡zk ami nx = sin(� ) cos(� ), ny = sin(� ) sin(� )
i nz = cos(� ). Wida¢, »e drugi obszar niestabilno±ci nie wyst¦puje tylko, gdy obrót nast¦puje wzgl¦dem osi
gªównej puªapki.

Warunkiem istnienia drugiegoobszaruniestabilno±cijest istnienie pierwiastków podwójnych
wielomianu charakterystycznego (2.29) dla dwóch ró»nych pr¦dk o±ci obrotu puªapki. Wtedy
bowiem drugi obszarniestabilno±ci(jak wida¢ cho¢by z rysunku 2.1) znajduje si¦ mi¦dzy tymi
pr¦dk o±ciami. Jak wiadomo z elementarnej algebry istnieje algorytm pozwalaj¡cy sprawdza¢
istnienie miejsczerowych wielomianów trzeciegostopnia (jakim jest (2.29)). Trzebabada¢w tym
celu wyró»nik wielomianu trzeciegostopnia postaci:

� 3 =
�

A3

27
�

AB
6

+
C
2

� 2

+
�

3B � A2

9

� 3

: (2.40)

Šatwo si¦ przekona¢, »e wyró»nik ten jest jednak wielomianem pi¡tego stopnia w kwadracie
pr¦dk o±ciobrotu puªapki i jedynie analiza numerycznazagadnieniajest mo»liwa.

Dobrym parametremcharakteryzuj¡cym drugi obszarniestabilno±cijest jegoszeroko±¢,któr¡
de�niujemy jako ró»nic¦ kwadratów pr¦dk o±ciobrotu puªapki ograniczaj¡cych ten obszar, tzn.:
� = 
 2

" � 
 2
# (linie kropkowane na rysunku 2.1). Dla ustalonej puªapki mo»nabada¢zale»no±¢

pomi¦dzy szeroko±ci¡ obszaru� , a kierunkiem osi obrotu (rysunek 2.6). Z takiej analizy, która
oczywi±cienie jest ±cisªymdowodem matematycznym, wynika, »e drugi obszar niestabilno±ci
wyst¦puje zawsze,je±li tylko obrót nie nast¦puje wokóª jednej z osi gªównych puªapki.
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6 Symulacja numeryczna dynamiki

Dobr¡ ilustracj¡ do rozwa»a« o ró»nych obszarach niestabilno±ci i stabilno±ci s¡ symulacje
numeryczne tra jektorii cz¡stki znajduj¡cej si¦ w takiej puªapce. Symulacje realizowaªem za
pomoc¡ samodzielnie napisanych programów (dodatek B).

6.1 Obrót zdegenerowany

Na pocz¡tek rozwa»my dynamik¦ cz¡stki w puªapce obracaj¡cej si¦ wokóª jednej ze swoich
osi gªównych. Jak byªo ju» dyskutowane na pocz¡tku podrozdziaªu 5.3 w takim przypadku
mamy do czynieniaz caªkowit¡ separacj¡ dynamiki wzdªu»osi obrotu i do rozwa»eniapozostaje
jedynie dynamika dwuwymiarowa w pªaszczy¹nieprostopadªejdo osi obrotu. Je±li przyjmiemy,
»eobrót nast¦puje wokóª osi z z pr¦dk o±ci¡ k¡to w¡ 
 to w pªaszczy¹nieprostopadªejdo tej osi
ruch (w ukªadzieobracaj¡cym si¦) jest opisany przez dwa równania:

•x = (
 2 � Vx )x + 2
 _y; (2.41a)

•y = (
 2 � Vy)y � 2
 _x: (2.41b)

Równania te s¡ oczywi±cierozwi¡zywalne analitycznie. Mog¡ te»sªu»y¢jako równania wyj±ciowe
w analizie numerycznej. Zadaj¡c warunki pocz¡tk owe mo»nawykre±li¢ tra jektorie cz¡stki dla
ró»nych pr¦dk o±ciobrotu puªapki 
 przy ustalonych parametrach puªapki (rysunek 2.7).

6.2 Obrót niezdegenero wany

W ogólno±ciobrót puªapki mo»e nast¦powa¢ wokóª dowolnie ustalonej osi wzgl¦dem osi
gªównych puªapki. W takim przypadku nie zachodzi separacjadynamiki, a dodatkowo pojawia
si¦ drugi obszarniestabilno±ci. W takim przypadku równania ruchu s¡ nadal liniowe, ale du»o
bardziej skomplikowane.

W tym przypadku trudno jest wyobrazi¢sobieobrót naszejpuªapki i tym samym zrozumie¢
dynamik¦ w ukªadzie obracaj¡cym si¦. Dlatego w tym przypadku wykre±liªemtra jektorie ob-
serwowane w ukªadzie laboratoryjnym, w którym puªapka si¦ obraca. Jak wida¢ z rysunków 2.8
w tym przypadku równie» charakterystyka tra jektorii zale»yod obszaru(nie)stabilno±ci.
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(a) Brak obrotu. Standardowa krzywa Lisajoussa.

X©


Y©


(b) Powolny obrót (
 = 0:2). Pierwszy obszar stabil-
no±ci.

X©


Y©


(c) Obrót destrukcyjny (
 = 1:5). Pierwszy obszar
niestabilno±ci.

 


 


X©


Y©


(d) Szybki obrót (
 = 2). Drugi obszar stabilno±ci.

Rysunek 2.7: Trajektorie cz¡stki w pªaszczy¹nie prostopadªej do osi obrotu w puªapce o parametrach Vx = 3
i Vy = 1 w zale»no±ciod pr¦dk o±ci obrotu. Dla takiej puªapki pierwszy obszar niestabilno±ci wyst¦puje w za-
kresie pr¦dk o±ci obrotu 
 2 (1;

p
3). Wida¢ zdecydowan¡ ró»nic¦ w dynamice pomi¦dzy pierwszym obszarem

stabilno±ci (gdzie dominuj¡c¡ rol¦ maj¡ siªy potencjaªu mody�k owane przez siª¦ od±rodkow¡) i drugim obsza-
rem stabilno±ci (gdzie funkcj¦ stabilizuj¡c¡ peªni siªa Coriolisa). Warunki pocz¡tk owe wybrane jako: x(0) = 1,
y(0) = 0, _x(0) = 0, _y(0) = 1 w przyj¦t ych jednostkach. Osie nie s¡ wyskalowane, gdy» w potencjaªach harmonicz-
nych (zgodnie z zasad¡ podobie«stwa mechanicznego) wszystkie tra jektorie s¡ do siebie podobne, tzn. skaluj¡ si¦
razem z warunkami pocz¡tk owymi.
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(b) ( 
 = 0; 1) Powoln y obrót. Pierwszy

obszar stabilno±ci.

(c) ( 
 = 1; 5) Obrót destrukcyjn y.

Pierwszy obszar niestabilno±ci.
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(d) ( 
 = 2; 1) Obrót stabilizuj¡cy .

Drugi obszar stabilno±ci.

(e) ( 
 = 2; 9) Obrót destruk cyjn y w

drugim obszarze niestabilno±ci.

(f ) ( 
 = 4) Stabilizacja bardzo szybkim

obrotem.

Rysunek 2.8: Trajektorie cz¡stki w ukªadzie laboratoryjn ym znajduj¡cej si¦ w obracaj¡cej si¦ puªapce o pa-
rametrach Vx = 3, Vy = 2 i Vz = 1. Kierunek obrotu zadany przez nx = 0, ny = nz = 1=

p
2. Dla takiej

puªapki pierwszy obszar niestabilno±ci wyst¦puje w zakresie pr¦dk o±ciobrotu 
 2 ( 2
p

3
3 ;

p
3), a drugi (z oblicze«

numerycznych) w zakresie 
 2 (� 2; 49;� 2; 98) Wida¢ zdecydowan¡ ró»nic¦ w dynamice pomi¦dzy pierw-
szym (wykªadnicze narastanie amplitudy), a drugim (oscylacje narastaj¡ce) obszaremniestabilno±ci. Dodatkowo
pierwszy obszar stabilno±ci (przewa»aj¡ siªy puªapkuj¡ce) ró»ni si¦ od drugiego i trzeciego obszaru stabilno±ci
(rol¦ siª stabilizuj¡cyc h peªni siªa Coriolisa). Wida¢ równie», »e dla odpowiednio szybkiego obrotu ruch jest
ustabilizowany. Linie przerywane okre±laj¡ o± obrotu puªapki. Warunki pocz¡tk owe wybrane jako: x(0) = 1,
y(0) = z(0) = 0, _x(0) = _z(0) = 0, _y(0) = 1 w przyj¦t ych jednostkach.
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Rozdziaª 3

Wpªyw pola grawitacyjnego na
dynamik ¦

Dotychczasdyskutowaªem dynamik¦ cz¡stki znajduj¡cej si¦ jedynie pod wpªywem obraca-
j¡cej si¦ puªapki. Oczywi±ciew rzeczywistych eksperymentach (np. wykonywanych na kon-
densuj¡cych atomach w takich puªapkach) nie mo»na pomin¡¢ wpªywu pola grawitacyjnego.
Owszem,je±li obrót puªapki nast¦puje wokóª pionowej osi (tak byªo we wszystkich znanych mi
do±wiadczeniach) wpªyw ten jest trywialn y, gdy» jedynie zmienia poªo»eniepunktu równowagi.
Celem niniejszej pracy jest jednak przedyskutowanie dynamiki w dowolnie obracaj¡cej si¦ pu-
ªapce i w tym przypadku (jak zostaniepokazanew tym rozdziale) uwzgl¦dnienie siª grawitacji
prowadzi do zupeªnienowych zjawisk ([1]).

1 Dlaczego grawitacja jest wa»na?

Wydaje si¦ w pierwszym odruchu, »e staªe pole grawitacyjne nie powinno mie¢ znacz¡cego
wpªywu na dynamik¦ w puªapce harmonicznej. Jednak nale»yzauwa»y¢,»e je±li potencjaª ob-
raca si¦ wokóª osi nierównolegªejdo kierunku pola grawitacyjnego, to w ukªadzie obracaj¡cym
si¦ siªa grawitacji b¦dzie �widziana� przez cz¡stk¦ jako obracaj¡ca si¦ siªa wymuszaj¡ca. Z pro-
stegokursu mechaniki wiemy natomiast (patrz np. [5]), »ewsz¦dzie gdzie pojawia si¦ cykliczna
siªa wymuszaj¡ca przy pewnych warunkach mo»ezaj±¢ zjawisko rezonansu. W tym przypadku
równie» mo»emy mie¢ do czynienia z takim efektem.

2 Wiro wanie pola grawitacyjnego w ukªadzie obraca j¡cym si¦

Jak byªo wspomniane ju» wcze±niej(Rozdziaª 2. punkt 1.1.) w ukªadzie nieinercjalnym
obracaj¡cym si¦ inaczejewoluuj¡ wielko±ciwektorowe - zgodnie zewzorem(2.2). Aby wyznaczy¢
ewolucj¦ wektora przy±pieszeniagrawitacyjnego w ukªadzieobracaj¡cej si¦ puªapki wprowad¹my

27
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nast¦puj¡c¡ baz¦ ortogonalnych wektorów:

e1 = n �(n �G); (3.1a)

e2 = G � n �(n �G); (3.1b)

e3 = n � e2 = n � G: (3.1c)

gdzie wektor n jest jak zawsze wektorem jednostkowym w kierunku osi obrotu, a G = g(0)
wektorem przy±pieszeniagrawitacyjnego w pewnej ustalonej chwili czasu. Podkre±lmy, »e jest
to baza,która nie zmienia si¦ w czasiew ukªadzieobracaj¡cym si¦. Oczywi±ciewektor przy±pie-
szeniagrawitacyjnego w dowolnej chwili czasumo»narozªo»y¢w tej bazie:

g(t) = g1(t)e1 + g2(t)e2 + g3(t)e3; (3.2)

a parametry g1,g2 i g3 musz¡ speªnia¢warunki pocz¡tk owe

g1(0) = g2(0) = 1; g3(0) = 0: (3.3)

Z jednej strony ewolucja wektora g opisanajest przez ewoluuj¡ce parametry:

_g(t) = _g1(t)e1 + _g2(t)e2 + _g3(t)e3: (3.4)

Z drugiej strony, zwa»ywszyna fakt, »e g jest wielko±ci¡ wektorow¡, musi speªnia¢ równanie
(2.2). Zatem mamy:

_g(t) = � 
 � g(t) =

= � 
 (g1n � e1 + g2n � e2 + g3n � e3)

= 
 (� g2e3 + g3e2) : (3.5)

Porównuj¡c wyra»enia (3.4) i (3.5) otrzymujemy wzory na ewolucj¦ wspóªczynników rozkªadu
w naszejumownej bazie:

_g1 = 0; (3.6a)

_g2 = 
 g3; (3.6b)

_g3 = � 
 g2: (3.6c)

Równania te, po uwzgl¦dnieniu warunków pocz¡tk owych (3.3) maj¡ nast¦puj¡ce rozwi¡zanie:

g1(t) = 1; g2(t) = cos(
 t); g3(t) = � sin(
 t): (3.7)

Tym samym, wprowadzaj¡c naturalne oznaczenia: gk = e1 na cz¦±¢ równolegª¡ do wektora
pr¦dk o±ci k¡to wej wektora przy±pieszeniaoraz g? = e2 na cz¦±¢ prostopadª¡, otrzymujemy
ewolucj¦ wektora przy±pieszeniagrawitacyjnego w ukªadzieobracaj¡cym si¦:

g(t) = gk + g? cos(
 t) � n � g? sin(
 t): (3.8)
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Warto zauwa»y¢, »e cz¦±¢zale»naod czasuznika je±li tylko obrót puªapki nast¦puje wokóª osi
wyznaczonejprzez wektor przy±pieszeniagrawitacyjnego1. W tym wªa±nieprzypadku zjawisko
rezonansunie zachodzi, bo nie ma oscyluj¡cej siªy wymuszaj¡cej. Z t¡ sytuacj¡ najcz¦±ciej mamy
do czynienia w eksperymentach.

Dla dalszych celów warto równie» zauwa»y¢, »e wektor przy±pieszeniagrawitacyjnego g(t)
mo»nazapisa¢jako cz¦±¢rzeczywist¡ pewnegowektora zespolonego:

g(t) = <
�

gk + (g? + i (n � g? ))ei 
 t
�

: (3.9)

3 Równania ruchu i warunki rezonansu

W obecno±cizewn¦trznego pola grawitacyjnego hamiltonian naszegoproblemu w ukªadzie
obracaj¡cym si¦ ma posta¢:

H (t) =
p2

2m
+ r � 
̂ �p +

m
2

r �V̂ �r � mr �g(t): (3.10)

Hamiltonian ten prowadzi do nast¦puj¡cyc h równa« ruchu:

dr (t)
dt

=
p(t)
m

� 
̂ �r (t); (3.11a)

dp(t)
dt

= � V̂ �r � 
̂ �p(t) + mg(t): (3.11b)

Równania te mo»narównie» zapisa¢w postaci:

dR(t)
dt

= M̂ (
) �R(t) + < (Gk + G? ei 
 t ); (3.12)

gdzie zostaªyu»yte nast¦puj¡ce oznaczenia:

R(t) =
�

r (t)
p(t)

�
; (3.13a)

M̂ (
) =

 
� 
̂ 1

m Î
� mV̂ � 
̂

!

; (3.13b)

Gk =
�

0
mgk

�
; (3.13c)

G? =
�

0
g? + i (n � g? )

�
: (3.13d)

Rozwi¡zanie równania (3.12) jest cz¦±ci¡ rzeczywist¡ rozwi¡zania nast¦puj¡cego zespolonego
równania ró»niczkowego:

dW(t)
dt

= M̂ (
) �W(t) + Gk + G? ei 
 t : (3.14)

1Podkre±lmy, »epuªapka mo»eby¢ dowolnie zorientowana wzgl¦dem tej osi, tzn. o±ta nie musi by¢ osi¡ wªasn¡
puªapki.
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Z matematycznegopunktu widzenia jest to równanie liniowe niejednorodne, zatem sposóbjego
rozwi¡zywania jest jasny - nale»y rozwi¡za¢ równanie jednorodne i nast¦pnie metod¡ �uzmien-
nienia staªej� otrzyma¢ rozwi¡zanie równania niejednorodnego. Mo»na jednak na t¡ procedur¦
spojrze¢z punktu widzenia �zyki i odpowiednio zinterpretowa¢ kolejne kroki, jak równie»otrzy-
many wynik. W tym celu zaªó»my na pocz¡tek, »eznamy ju» rozwi¡zanie zagadnieniawªasnego
dla macierzy M̂ (
) - dokªadna analiza znajduje si¦ w punkcie 4 rozdziaªu 2. Tym samym
przyjmujemy, »eznamy sze±¢wektorów speªniaj¡cych warunek2:

M̂ (
) �Xk = i ! k(
) Xk ; 8k=1 :::6 (3.15)

Powszechnie znane twierdzenie matematyczne mówi, »e wektory wªasneka»dej macierzy (ew.
uzupeªnioneo baz¦ jej j¡dra) s¡ liniowo niezale»nei stanowi¡ zupeªn¡ baz¦ w przestrzeni,w któ-
rej dziaªa dana macierz. Zatem wektory Xk , wcze±niejzwane modami wªasnymi, stanowi¡ zu-
peªn¡ baz¦ w naszejprzestrzeni i w zwi¡zku z tym w tej bazie musi da¢ si¦ przedstawi¢ wektor
przy±pieszeniaziemskiegoG(t), tzn. istniej¡ takie wspóªczynniki 
 k

k i 
 k
? , »e:

Gk =
6X

k=1


 k
k Xk ; (3.16a)

G? =
6X

k=1


 k
? Xk : (3.16b)

Równie» rozwi¡zanie naszegorównania, w ka»dejchwili czasumo»narozªo»y¢w tej bazie:

W(t) =
6X

k=1

Ak (t) Xk

lub wprowadzaj¡c inne zmienne� k (t) = Ak (t)e� i! k (
) t rozkªad ma posta¢:

W(t) =
6X

k=1

� k (t) ei! k (
) t Xk : (3.17)

Rozkªad ten jest o tyle po»yteczny, »ew tej sytuacji równanie (3.14) ma posta¢:

6X

k=1

�
i! k (
) � k + _� k

�
ei! k (
) t Xk =

6X

k=1

�
i! k (
) � k ei! k (
) t + 
 k

k + 
 k
? ei 
 t

�
Xk : (3.18)

Poniewa» jednak wektory Xk s¡ liniowo niezale»neto równanie to jest równowa»neniezale»nym
równaniom na wspóªczynniki � k :

d� k

dt
= 
 k

k e� i! k (
) t + 
 k
? ei (
 � ! k (
)) t ; 8k=1 :::6 (3.19)

2Nawet je±li macierz jest zdegenerowana, to mo»na poda¢ takie wektory - wtedy cz¦±¢ z nich b¦dzie stanowiªa
liniowo niezale»nabaza rozpinaj¡ca j¡dro macierzy M̂ (
) .
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Podkre±lmy, »e rozªo»yli±my naszerozwi¡zanie w bazie modów wªasnych, zatem wspóªczynniki
� k (t) maj¡ jasn¡ interpretacj¦ �zyczn¡ - amplitudy danegomodu w danej chwili czasu. Z rów-
nania (3.19) wynika, »e w ogólno±ciamplituda danegomodu � k (t) ma charakter oscylacyjny.
Jednak je±li zdarzyªoby si¦ tak, »ecz¦sto±¢danegomodu wªasnego! k jest równa cz¦sto±ci ob-
rotu puªapki 
 , to b¦dziemy mieli do czynieniaz narastaj¡c¡ liniowo w czasieamplitud¡ danego
modu � k - zajdzie zjawisko rezonansu. Jest to warunek konieczny, ale nie wystarczaj¡cy , bo-
wiem gdyby wektor G? nie miaª w swoim rozkªadziek-tego wektora wªasnego(tzn. 
 k

? = 0) to
w równaniu (3.19) nie wyst¡ pi ostatni czªoni tym samym rezonansunie b¦dzie.

Warto zauwa»y¢,»erównie» w punktach o podwy»szonejsymetrii (dyskutowanych w punk-
cie 5.2 rozdziaªu 2), dla których ! k = 0 pierwszy czªon równania (3:19) traci swój oscylacyjny
charakter. Je±li zatem tylko Gk ma w swoim rozkªadziemod odpowiadaj¡cy tej cz¦sto±ci to on
b¦dzie sprz¦gaª si¦ z grawitacj¡ rezonansowo. Tym razem sam mod ma ju» jednak narasta-
j¡c¡ liniowo w czasieamplitud¦ i rezonansgrawitacyjny b¦dzie jedynie zwi¦kszaª tempo tego
narastania, ale sam charakter dynamiki tego modu si¦ nie zmieni.

Rozkªadrozwi¡zania oraz przy±pieszeniagrawitacyjnego w baziemodów wªasnych umo»liwiª
nam ªatw¡ interpretacj¦ zjawiska rezonansui pozwoliª wyznaczy¢warunek jaki musi by¢ speª-
niony, aby rezonanszachodziª. Nale»y teraz sprawdzi¢ czy te warunki mo»naspeªni¢w realnej
sytuacji.

4 Poszukiw ania rezonansu

Z przeprowadzonej powy»ej analizy wynika, »¦ warunkiem koniecznym zaj±cia zjawiska re-
zonansujest równo±¢cz¦sto±ci wªasnej pewnegomodu i pr¦dk o±ci obrotu puªapki 
 = ! i (
) .
Nale»y zatem rozwi¡za¢ równanie charakterystyczne (2.29) ze wzgl¦du na pr¦dk o±¢obrotu pu-
ªapki, w którym poªo»ysi¦ � = 
 2. Po wykonaniu tego podstawienia okazuje si¦, »e równanie
to redukuje si¦ (patrz [1]) do równania dwukwadratowegopostaci:

D 
 4 + E
 2 + F = 0; (3.20)

gdzie:

D = � 2
h
Tr(V̂ ) � n �V̂ �n

i
;

E =
Tr(V̂ )2 � Tr(V̂ 2)

2
+ Tr(V̂ )n �V̂ �n � n �V̂ 2 �n ;

F = � Det(V̂ ):

Równanie to ma rozwi¡zanie (i tym samym rezonansgrawitacyjny mo»emie¢miejsce) je±li jego
wyró»nik � G jest nieujemny. Okazuje si¦, »edla dowolnej puªapki i dowolnegokierunku obrotu
tak jest. Istotnie, wypisuj¡c bowiem ten wyró»nik w ukªadzie,w którym macierzpotencjaªu jest
diagonalna i speªnia Vx � Vy � Vz mamy:

� G = E 2 � 4DF = (3.21)

=
�
(1 � n2

x=2)VyVz � (1 + n2
y)Vx Vz � (1 + n2

z=2)Vx Vy
� 2

+

+ 4Vx
�
n2

z(Vz � V x)(VyVz + V 2
y =2) + n2

y(Vy � Vx )(VyVz + V 2
z =2)

�
:
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Wida¢ zatem, »e jest on sum¡ dwóch nieujemnych wyra»e« i tym samym równanie (3.20) ma
zawsze rozwi¡zania rzeczywiste, czyli sytuacja rezonansowa mo»e mie¢ miejsce dla dowolnej
puªapki.

Rozwi¡za« równania (3.20) mo»narównie» szuka¢ gra�cznie podobnie jak to robiªem z cz¦-
sto±ciamiwªasnymi, które s¡ rozwi¡zaniami równania (2.29). Cz¦sto±ci rezonansowe s¡ bowiem
zadanewarunkiem 
 2 = � . Zatem je±li na wykresy przedstawiaj¡ce cz¦sto±ci wªasneukªadu
zostaniedodatkowo naniesionakrzywa zadanawarunkiem 
 2 � � = 0, to miejscaprzeci¦cia tych
krzywych b¦d¡ zadawaªy cz¦sto±ciwªasne(Rys. 3.1-3.3).

Posta¢ wyró»nika (3.21) pozwala nam równie» ªatwo sprawdzi¢ kiedy istnieje tylko jedno
rozwi¡zanie rzeczywiste(wyró»nik musi by¢ równy zero). W tym celu zauwa»my, »edrugi czªon
wyró»nika (3.21) mo»nawyzerowa¢ w dwóch przypadkach: puªapka jest cz¦±ciowo symetryczna
lub obrót nast¦puje wokóª osi gªównej puªapki nx . Šatwo sprawdzi¢, »epierwszy przypadek jest
nieinteresuj¡cy, gdy» nie daje mo»liwo±ci wyzerowania pierwszegoczªonu. Natomiast w przy-
padku drugim je±li tylko speªniony jest warunek:

1
Vx

= 2
�

1
Vy

+
1
Vz

�
; nx = 1 (3.22)

to wyró»nik znika i istnieje tylko jedna cz¦sto±¢rezonansowa (Rys. 3.4).

5 Symulacja dynamiki z polem grawitacyjn ym

Peªnepotwierdzenieistnienia rezonansugrawitacyjnego daje symulacja dynamiki pod wpªy-
wem pola grawitacyjnego. Tak jak mo»na byªo si¦ spodziewa¢ w ogólno±cipole grawitacyjne
zmienia poªo»eniepunktu równowagi i amplitud¦ drga«, a w szczególnym przypadku (obrotu
z cz¦sto±ci¡ rezonansow¡) prowadzi do niestabilnegoruchu i ucieczkicz¡stki z puªapki (rys. 3.5).
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Rysunek 3.1: Krzyw a zadana przez wielomian charakteryst yczny (2.29) dla puªapki Vx = 1, Vy = 2 i Vz = 3
oraz kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy nx = sin( 2�

5 ), ny = 0, nz = cos( 2�
5 ). Linie przerywane

ograniczaj¡ pierwszy obszar niestablino±ci. Dodatkowo naniesiona jest krzywa rezonansowa 
 2 � � = 0 (linia
pogrubiona). Punkt y przeci¦cia de�niuj¡ cz¦sto±ci rezonanowe. W tym przypadku obie cz¦sto±ci rezonansowe
le»¡ w pierwszym obszarzestabilno±ci.
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Rysunek 3.2: Ta sama puªapka co na rysunku 3.1. Tym razem obrót nast¦puje wokóª osi nx = sin( �
4 ), ny = 0,

nz = cos( �
4 ). Tym razem druga cz¦sto±¢ rezonansowa le»y w pierwszym obszarzeniestabilno±ci.
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Rysunek 3.3: Ta sama puªapka co na rysunku 3.1. Tym razem obrót nast¦puje wokóª osi nx = sin( �
60 ), ny = 0,

nz = cos( �
60 ). Ni»sza cz¦sto±¢ rezonansowa le»y w pierwszym, a wy»szaw drugim obszarzestabilno±ci.
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Rysunek 3.4: Gra�czne poszukiwanie cz¦sto±ci rezonansowych dla puªapki Vx = 1, Vy = 10=3, Vz = 5 oraz
kierunku obrotu nx = 1, ny = nz = 0. Takie parametry speªniaj¡ warunek (3.22) i dlatego istnieje tylko jedna
cz¦sto±¢ rezonansowa.
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X©

Z©

(a) Brak obrotu. Siªa gra witacji przesun¦ªa p oªo»enie ró w-

nowagi i zmieniªa amplitud¦ drga«.

X©

Z©

(b) ( 
 = 0; 15) Powoln y obrót w pierwszym obszarze sta-

bilno±ci.

Z©

X©

(c) ( 
 =
q

3
8 ) Rezonanso wy wpªyw siªy gra witacji na dyna-

mik ¦.

Z©

X©

(d) ( 
 = 2) Szybki obrót w drugim obszarze stabilno±ci.

Rysunek 3.5: Wpªyw siªy grawitacji na dynamik ¦ cz¡stki w obracaj¡cej si¦ puªapce. Puªapka obraca si¦ wokóª
swojej osi gªównej y. Parametry puªapki Vx = 1, Vz = 3. Warunki pocz¡tk owe x(0) = 1, z(0) = y(0) = 0,
_x(0) = _y(0) = 0, _z(0) = 1. Linia siwa prezentuje tra jektori¦ bez uwzgl¦dnienia pola grawitacyjnego. Linia czarna
to tra jektoria cz¡stki zakre±lonaw tym samym czasiew obecno±cipola grawitacyjnego, którego przy±pieszenie
w przyj¦t ych jednostkach wynosi g = 2. Na rys. (c) wida¢ jak siªa grawitacji rezonansowo destabilizuje dynamik ¦
cz¡stki.
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Rozdziaª 4

Klasa ukªadów linio wych

W dotychczasowej analizie dyskutowaªem dynamik¦ w obracaj¡cym si¦ potencjale harmo-
nicznym. Jest to szczególny przypadek ukªadu liniowego, tzn. takiego, dla którego równania
ruchu s¡ ró»niczkowymi równaniami liniowymi. Gdy do analizy zostaªododane staªe pole gra-
witacyjne ukªad nadal pozostaª liniowy - jedynie pojawiªa si¦ niejednorodno±¢w równaniach
ruchu. W niniejszym rozdzialepoka»¦, »eka»dy ukªad liniowy daje si¦ sprowadzi¢ do opisanych
ju» sytuacji za pomoc¡ odpowiednich transformacji kanonicznych.

Caªe uogólnienie rozwa»anegoproblemu na wszelkieukªady liniowe b¦dzie miaªo kluczowe
znaczeniew nast¦pnym rozdziale, gdzie przedstawi¦ bezpo±rednizwi¡zek klasycznych ukªadów
liniowych z dynamik¡ kwantowej paczki gaussowskiej i podam przepisna konstrukcj¦ wszystkich
kwantowych stanów stacjonarnych dla danegoukªadu liniowego.

1 Hamiltonian ukªadu linio wego

Poniewa» kanonicznerównania ruchu Hamiltona powstaj¡ przez jednokrotne ró»niczkowanie
hamiltonianu, to ukªady liniowe s¡ opisanetakimi hamiltonianami, które s¡ maksymalniekwa-
dratowe w p¦dach i poªo»eniach. Najogólniejszy taki hamiltonian w dowolnej sko«czonejliczbie
wymiarów dla zmiennych kanonicznych � i � jest postaci:

H =
1

2m
� �F̂ �� + � �Q̂�� +

m
2

� �Ĝ�� + m f (t) �� +
1
m

h(t) �� ; (4.1)

gdzie macierze F̂ oraz Ĝ s¡ symetryczne, a wektory f (t) i h (t) odpowiadaj¡ za ewentualne
niejednorodno±ci w równaniach ruchu. Aby taki hamiltonian mógª opisywa¢ ukªad �zyczny
nale»yzaªo»y¢dodatkowo, »emacierz F̂ jest dodatnio okre±lona,gdy» tylko wtedy wyraz � �F̂ ��
b¦dzie peªniª rol¦ czªonu kinetycznego(energia kinetyczna powinna rosn¡¢ z p¦dem cz¡stki).

1.1 Diagonalizacja form y p¦dó w

Zauwa»my, »eistnieje taka nieosobliwa macierz Ô, która speªnia nast¦puj¡cy warunek:

ÔT �F̂ �Ô = Î : (4.2)

37
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Jest tak dlatego, »e macierz T̂ jest symetryczna i dodatnio okre±lona1. Wykonajmy zatem
nast¦puj¡c¡ transformacj¦ kanoniczn¡ do nowych zmiennych (� 0; � 0):

� 0 = Ô� 1 � � ; (4.3a)

� 0 = ÔT � � : (4.3b)

Jest to w istocie transformacja kanoniczna,gdy» mamy nast¦puj¡ce nawiasy Poissona:

�
� 0

i ; � 0
j

	
= Oki O

� 1
j l f � k ; � l g = Oki O

� 1
j k = � ij ; (4.4a)

�
� 0

i ; � 0
j

	
= 0; (4.4b)

�
� 0

i ; � 0
j

	
= 0: (4.4c)

Hamiltonian (4.1) w nowych zmiennych kanonicznych ma posta¢:

H =
1

2m
� 02 + � 0�Ŵ �� 0 +

m
2

� 0�Û �� 0 + m f 0(t) �� 0 +
1
m

h0(t) �� 0; (4.5)

gdzie:

Ŵ = Ô� 1 �Q̂�Ô; (4.6a)

Û = Ô� 1 �Ĝ�
�

ÔT
� � 1

; (4.6b)

f 0(t) = Ô�f (t); (4.6c)

h0(t) =
�

ÔT
� � 1

�h (t): (4.6d)

1.2 Uproszczenie niejednoro dno±ci

Prost¡ transformacj¡ kanoniczn¡ mo»nausun¡¢ z hamiltonianu (4.5) jedn¡ z niejednorodno-
±ci. Transformacjataka polegana przesuni¦ciu o staªy wektor jednej zezmiennych kanonicznych
i ma posta¢(nowe zmiennekanoniczneto (R ; P )):

R = � 0; P = � 0 + h0(t): (4.7)

Hamiltonian w nowych zmiennych kanonicznych upraszczasi¦ do postaci:

H =
1

2m
P 2 + R �Ŵ �P +

m
2

R �Û �R � m
�

1
m

Ŵ �h0(t) � f 0(t)
�

�R �
h02

2m
: (4.8)

Wprowadzaj¡c upraszczaj¡ce oznaczeniena wyst¦puj¡cy tu wektor niejednorodno±ci:

g(t) =
1
m

Ŵ �h0(t) � f 0(t) (4.9)

1dodatnio okre±lono±¢formy jest tuta j kluczowa. Jak wynika bowiem z twierdzenia o bezwªadno±ciSylvestera
dla form kwadratowych taka transformacja nie mo»ezmieni¢ sygnatury formy.
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orazodrzucaj¡c zale»¡c¡ jedynie od czasuwielko±¢h 02=2m, która nie ma »adnego�zycznego zna-
czenia(nie zmienia ona kanonicznych równa« ruchu) otrzymujemy prosty hamiltonian naszego
ukªadu:

H =
1

2m
P 2 + R �Ŵ �P +

m
2

R �Û �R � mg(t) �R : (4.10)

Warto podkre±li¢w tym miejscu, »ew ogólno±cinie mo»napoda¢takiej transformacji, która
usuwaªaby jednocze±nieobieniejednorodno±ci. Jest tak dlatego,»ew ogólnym problemiemacierz
czªonu mieszanegoŴ przy usuwaniu jednej niejednorodno±ciprodukuje drug¡.

1.3 An tysymetryzacja czªonu mieszanego

Ostatnim krokiem w uproszczeniu hamiltonianu (4.1) jest usuni¦cie symetrycznej cz¦±ci
czªonu mieszanego. Wprowad¹my w tym celu nast¦puj¡ce oznaczeniana cz¦±¢ symetryczn¡
i antysymetryczn¡ macierzy Ŵ :

Ŝ =
1
2

�
Ŵ + Ŵ T

�
; (4.11a)


̂ =
1
2

�
Ŵ � Ŵ T

�
: (4.11b)

Wykonajmy nast¦puj¡c¡ transformacj¦ kanoniczn¡ do zmiennych (r ; p):

r = R ; (4.12a)

p = P + mŜ�R : (4.12b)

Jest to faktycznie transformacja kanoniczna, gdy» mamy speªnionenast¦puj¡ce nawiasy Pois-
sona:

f r i ; pj g = f Ri ; Pj g + mSj k f Ri ; Rkg = � ij ; (4.13a)

f r i ; r j g = f Ri ; Rj g = 0; (4.13b)

f pi ; pj g = f Pi ; Pj g + m2Sik Sj l f Rk ; Rl g

� mSik f Rk ; Pj g � mSj l f Pi ; Rl g =

= � m (Sik � kj � Sj l � il ) =

= � mSij + mSj i = 0: (4.13c)

Zauwa»my, »espeªnienieostatniegowarunku na transformacj¦ kanoniczn¡ (4.13c) byªo mo»liwe
jedynie dlatego, »emacierz Ŝ jest symetryczna. Tym samym widzimy, »ew ogólno±cinie mo»na
wykona¢transformacji z caª¡ macierz¡ Ŵ .

Hamiltonian w nowych zmiennych kanonicznych ma posta¢:

H =
p2

2m
+ r � 
̂ �p +

m
2

r �
�

Û � Ŝ2 � 2
̂ �Ŝ
�

�r � mg(t) �r : (4.14)

Jak wida¢ transformacja (4.12) usun¦ªa cz¦±¢ symetryczn¡ czªonu mieszanegoi zmieniªa od-
powiednio form¦ kwadratow¡ w poªo»eniach. Ze wzgl¦du na ju» opisan¡ subtelno±¢zale»no±ci
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(4.13c) tak¡ transformacj¡ nie mo»nausun¡¢ w ogólno±cicaªegoczªonu mieszanego.Wprowa-
dzaj¡c oznaczenie2:

V̂ = Û � Ŝ2 �
h

̂ ; Ŝ

i
; (4.15)

otrzymujemy nast¦puj¡cy hamiltonian naszegoukªadu:

H =
p2

2m
+ r � 
̂ �p +

m
2

r �V̂ �r � mg(t) �r : (4.16)

Hamiltonian ten formalnie wygl¡da tak samojak hamiltonian (3.10) opisuj¡cy ruch w obracaj¡-
cym si¦ potencjale harmonicznym z jednorodnym, zewn¦trznym polem grawitacyjnym. W tym
przypadku jednak hamiltonian ten opisuje dynamik¦ n wymiarowego dowolnego ukªadu linio-
wego. Macierz V̂ w ogólnym przypadku nie jest dodatnio okre±lona(co wynika z (4.15)), a wektor
g(t) jednorodnegopola potencjalnegosiªy zewn¦trznej mo»ew dowolny sposóbzale»e¢od czasu.

Kanonicznerównania ruchu dla cz¡stki opisanej takim hamiltonianem maj¡ posta¢:

dr
dt

=
p
m

� 
̂ �r ; (4.17a)

dp
dt

= � mV̂ �r � 
̂ �p + mg(t): (4.17b)

Udaªo si¦ zatem wykaza¢,»e dowolny ukªad liniowy (tzn. opisany hamiltonianem postaci
(4.1)) mo»ezosta¢sprowadzony za pomoc¡ prostych transformacji kanonicznych do ukªadu ob-
racaj¡cego si¦ potencjaªu harmonicznego(przyci¡ gaj¡cego lub odpychaj¡cego) w zewn¦trznym,
jednorodnym, dowolnie zale»nym od czasupolu siªy.

2 Zagadnienie wªasne dla jednoro dnego ukªadu linio wego

Wa»n¡ cech¡ ka»degoukªadu liniowego s¡ jego cz¦sto±ci i mody wªasne. Aby je znale¹¢
rozwa»amy oczywi±cieukªad jednorodny z usuni¦t ym wyrazem mg(t) z równania (4.17b).

Modemwªasnym o cz¦sto±ci! jednorodnegoukªadu liniowegonazywamy rozwi¡zanie postaci:

r (t) = r 0 ei! t ; (4.18a)

p(t) = p0 ei! t : (4.18b)

Aby mod taki byª rzeczywi±cierozwi¡zaniem dynamicznych równa« ruchu (4.17) bez niejedno-
rodno±ciamplituda tego modu musi speªnia¢równanie:

�
� 
̂ � i! 1

m
� mV̂ � 
̂ � i!

� �
r 0

p0

�
= 0: (4.19)

2Ze wzgl¦du na to, »eiloczyn macierzy 2
̂ �Ŝ stoi pomi¦dzy dwoma poªo»eniami istotna jest jedynie jego cz¦±¢

symetryczna, która jest równa komutatoro wi tych macierzy
h

̂ ; Ŝ

i
.
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Aby istniaªo nietrywialne rozwi¡zanie tego ukªadu równania cz¦sto±¢wªasnamodu ! musi by¢
miejscemzerowym wyznacznika wyst¦puj¡cej tu macierzyczyli musi by¢ zeremwielomianu cha-
rakterystycznego. Poniewa» rozpatrywany przez nas ukªad jest n wymiarowy to równanie cha-
rakterystyczne jest wielomianemstopnia 2n w cz¦sto±ciwªasnej! .

W dodatku C podanejest twierdzeniematematycznei jego dowód, »ew wielomianie charak-
terystycznym wyst¦puj¡cej tu macierzy nie wyst¦puj¡ wyrazy z nieparzystymi pot¦gami ! co
znaczy, »e równanie to sprowadza si¦ do równania stopnia n na kwadraty cz¦sto±ci wªasnych.
Pªynie st¡d bardzo wa»ny fakt �zyczny: niezale»nieod wªasno±cidanegoukªadu liniowego ani
od ilo±ci jego stopni swobody cz¦sto±ci i mody wªasnezawszes¡ podzielonena pary. Je±liukªad
ma mod o cz¦sto±ci ! to ma równie» mod o cz¦sto±ci � ! .

Ten fakt b¦dzie miaª du»eznaczenieprzy konstruowaniu funkcji falowych ukªadu liniowego
w nast¦pnym rozdziale.
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Rozdziaª 5

Funkcje falowe ukªadów linio wych

Rozwa»any przezemnie problem obracaj¡cego si¦ potencjaªu harmonicznego(lub ogólniej
dowolnegoukªadu liniowego) jest oczywi±cieproblememnierelatywistycznym. Zatem peªny opis
dynamiki kwantowej mo»eby¢ zrealizowany w j¦zyku funkcji falowej pojedynczej cz¡stki, która
speªnia równanie Schrödingera. Poniewa» w poprzednim rozdziale wykazaªemkanoniczn¡ rów-
nowa»no±¢dowolnego ukªadu liniowego z ukªadem obracaj¡cego si¦ potencjaªu harmonicznego
w zewn¦trznym jednorodnym polu siªy, punktem wyj±cia do rozwa»a« kwantowych mo»eby¢
hamiltonian (4.16)1, w którym oczywi±cienale»yzast¡pi¢ poªo»eniai p¦dy przezkwantowe ope-
ratory tych obserwabli. Funkcja falowa w reprezentacji poªo»eniowej 	( r ; t) powinna zatem
speªnia¢nast¦puj¡ce równanie Schrödingera:

i~@t 	( r ; t) =
�

�
~2

2m
r 2 +

~
i
r � 
̂ �r +

m
2

r �V̂ �r � mg(t) �r
�

	( r ; t): (5.1)

Podkre±lmy jeszczeraz, »e jest to równanie Schrödingera opisuj¡ce n-wymiarowy ukªad li-
niowy i wyst¦puj¡ce w nim macierze 
̂ i V̂ s¡ kwadratowymi macierzami n � n. Dodatkowo
macierzete s¡ odpowiednio antysymetryczna i symetryczna. Operator ró»niczkowania r ma
n skªadowych, tzn. we wspóªrz¦dnych kartezja«skich ma posta¢: r =

P n
i=1 ei @i .

W niniejszym rozdziale poka»e,w j¦zyku funkcji falowej, jaki jest ±cisªyzwi¡zek dynamiki
kwantowej opisanejrównaniem (5.1) z klasycznym ukªademliniowym opisanym hamiltonianem
(4.16). Oka»esi¦, »edynamik¦ paczki gaussowskiej mo»nacaªkowicie zrozumie¢znaj¡c jedynie
klasycznerozwi¡zania równa« ruchu (4.17). Równie» skonstruowanie z klasycznych rozwi¡za«
dowolnegostanu stacjonarnegojest mo»liwe bez potrzeby diagonalizowania kwantowego hamil-
tonianu. W ostatnim kroku podam przepis na konstrukcj¦ zupeªnegoukªadu funkcji wªasnych
rozwa»anegoproblemu.

1Przy dochodzeniu do tego hamiltonian u zostaªa odrzucona zale»¡ca jedynie od czasuwielko±¢� (t) = h 02=2m
jako niemierzalna �zycznie. W mechanice falowej mo»eona zosta¢usuni¦ta prost¡ zmian¡ globalnej fazy funkcji
falowej 	 ! e� i

~

Rt
0 d t 0� ( t 0) 	 , czyli równie» nie ma �zyczn ych konsekwencji.
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1 Dynamik a paczki gaussowskiej

W pierwszym kroku do zrozumienia dynamiki kwantowej przeanalizujmy ewolucj¦ paczki
gaussowskiej podyktowanej przezrównanie (5.1). Najogólniejszapaczka gaussowska jest postaci:

	( r ; t) = N (t)ei� (t )=~ exp
�

�
m
2~

(r � R (t)) �K̂ (t) �(r � R (t)) +
i
~

r �P (t)
�

: (5.2)

Cz¦±¢normuj¡ca funkcj¦ falow¡ zostaªadla pó¹niejszych celów rozªo»onana jej moduª N i cz¦±¢
fazow¡ � . Zakªadamy, »enaszafunkcja falowa jest dobrze unormowana w chwili t = 0, tzn.:

1 =
Z

Rn
dn r j	( r ; 0)j2 = N (0)2

"
2� ~

mDet(< K̂ (0))

#n=2

: (5.3)

Oczywi±cierównanie Schrödingera (5.1) zachowuje norm¦ (patrz np. [7, 6]) i dlatego funkcja
falowa podczasswojej ewolucji jest zawszedobrze unormowana.

Warto zauwa»y¢w tym miejscu,»eaby funkcja falowa (5.2) miaªa rzeczywi±cieksztaªt paczki
gaussowskiej i byªa normowalna do jedno±ci, to okre±laj¡ca jej ksztaªt macierz K̂ musi mie¢
dodatnio okre±lon¡ cz¦±¢rzeczywist¡.

Parametry R i P funkcji falowej (5.2) maj¡ naturaln¡ interpretacj¦ �zyczn¡. S¡ one war-
to±ciami ±rednimi kwantowomechanicznych operatorów poªo»eniabr i p¦du bp. Mamy bowiem
zwi¡zki:

hbr i =
Z

Rn
dn r 	 � (r ; t) r 	( r ; t) = R (t); (5.4a)

hbpi =
Z

Rn
dn r 	 � (r ; t)

~
i
r 	( r ; t) = P (t): (5.4b)

1.1 Równania ewolucji

Aby wyznaczy¢równania ewolucji dla paczki gaussowskiej (5.2) obliczam najpierw odpo-
wiednie pochodne wyst¦puj¡ce w równaniu Schrödingera:

@t 	( r ; t) =

"
_N

N
+

i _�
~

+
m
~

_R �K̂ �(r � R )+

�
m
2~

(r � R ) � _̂K �(r � R ) +
i
~

r � _P
�

	( r ; t); (5.5a)

r 	( r ; t) =
�
�

m
~

K̂ �(r � R ) +
i
~

P
�

	( r ; t); (5.5b)

r 2	( r ; t) =
�
�

m
~

Tr(K̂ ) +
m2

~2 (r � R ) �K̂ �(r � R )+

�
2mi
~2 P �K̂ �(r � R ) �

P 2

~2

�
	( r ; t): (5.5c)
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Wykorzystuj¡c (5.5) równanie Schrödingera mo»nauporz¡dkowa¢ i sprowadzi¢ do postaci:

0 = (r � R ) �
�

im
2

_̂K �
m
2

K̂ 2 + im 
̂ K̂ +
m
2

V̂
�

�(r � R ) +

+( r � R ) �K̂ �
h
� im _R � im 
̂ �R + iP

i
+

+ r �
h

_P + 
̂ �P + mV̂ �R � mg
i

+

� i~
_N

N
+ _� +

~
2

Tr(K̂ ) �
P 2

2m
+

m
2

R �V̂ �R : (5.6)

Zatem równanieSchrödingera(5.1) jest caªkowicie równowa»nenast¦puj¡cemu ukªadowi rów-
na« opisuj¡cych nasz¡ paczk¦:

dK̂ (t)
dt

= � i K̂ (t)2 + i V̂ �
h

̂ ; K̂ (t)

i
; (5.7a)

dR (t)
dt

=
P (t)

m
� 
̂ �R (t); (5.7b)

dP (t)
dt

= � mV̂ �R (t) � 
̂ �P (t) + mg(t); (5.7c)

dN (t)
dt

=
N (t)

2
Tr(= K̂ (t)) ; (5.7d)

d� (t)
dt

= �
~
2

Tr(< K̂ (t)) �
P (t)2

2m
+

m
2

R (t) �V̂ �R (t): (5.7e)

Porównuj¡c równania (5.7b) i (5.7c) z klasycznymi równaniami ruchu (4.17) widzimy od razu,
»e dynamika ±rodka masy paczki gaussowskiej jest caªkowicie zgodna z dynamik¡ klasyczn¡
pojedynczej cz¡stki. Jest to przejaw znanych z kursu mechaniki kwantowej równa« Ehrenfesta
(patrz np. [7]), które dla ukªadów liniowych s¡ speªnionedokªadnie2.

Warto równie» podkre±li¢, »e dynamika ±rodka masy paczki gaussowskiej caªkowicie odse-
parowaªa si¦ od pozostaªych (kwantowych) stopni swobody. Zmienne opisuj¡ce ±rodek masy
paczki R i P wyst¦puj¡ jedynie w równaniu na zmian¦ fazy i nie maj¡ »adnegowpªywu na
ksztaªt paczki. Jest to równie» wynik zgodny, z rozumowaniem przedstawionym w rozdziale 2.
na temat separacjidynamiki ±rodka masy.

1.2 Ewolucja ksztaªtu paczki

Zajmijm y si¦ teraz bli»ej równaniem opisuj¡cym dynamik¦ ksztaªtu paczki falowej (5.7a).
Jest to macierzowe równanieró»niczkowe, nieliniowe. Jegorozwi¡zanie mo»esi¦ wydawa¢bardzo
trudne, je±li w ogólemo»liwe. Równania macierzowe postaci naszegorównania na ksztaªt paczki
s¡ jednak bardzo dobrze przestudiowanymi z matematycznego punktu widzenia równaniami
ró»niczkowymi znanymi pod nazw¡ równa« Riccatiego [8, 22, 9]. Istnieje generalna metoda
matematyczna rozwi¡zywania takich równa«. Wiedz¡c jednak, »e równanie to opisuje pewien

2Dla ukªadów liniowych mamy bowiem tak¡ wªasno±¢,»esiªa u±rednionapo pewnym odcinku przestrzeni, jest
siª¡ od ±redniegopoªo»enia,czyli ±rodka tego odcinka.
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�zyczny ukªad postaram si¦ nada¢ tej metodzie pewn¡ interpretacj¦ �zyczn¡ (post¦puj¡c tak
jak byªo to nakre±loneinnym problemie w [21]), co jak si¦ pó¹niej oka»eb¦dzie miaªo kolosalne
znaczeniew zrozumieniu peªnej dynamiki kwantowej rozwa»anegoukªadu.

Pierwszymkrokiem prowadz¡cym do rozwi¡zania równania (5.7a) wykonujemy podstawienie
macierzowe postaci:

K̂ (t) = �
i
m

N̂ (t) �D̂ � 1(t): (5.8)

Na tym etapie wymagamy, aby macierzD̂ nie byªa osobliwa w dowolnej chwili czasu.Pó¹niej
oka»e si¦, »e je±li macierz D̂ nie jest osobliwa w pewnej ustalonej chwili czasu to nie b¦dzie
osobliwa równie» podczascaªej swojej ewolucji.

Wykonuj¡c to podstawienie równanie (5.7a) sprowadza si¦ do postaci:

�
i
m

dN̂
dt

�D̂ � 1 +
i
m

N̂ �D̂ � 1 dD̂
dt

�D̂ � 1 =
i

m2 N̂ �D̂ � 1�N̂ �D̂ � 1 + i V̂ +
i
m


̂ �N̂ �D̂ � 1 �
i
m

N̂ �D̂ � 1�
̂ : (5.9)

W nast¦pnym kroku rozbijamy to równanie na dwa niezale»nerównania, które musz¡ speªnia¢
macierzeN̂ i D̂ :

� przyrównuj¡c do siebiepierwszy wyraz z lewej strony z drugim i trzecim po prawej stronie
oraz mno»¡c z prawej strony przez macierz D̂ i wspóªczynnik im otrzymujemy:

dN̂
dt

= � mV̂ �D̂ � 
̂ �N̂ ; (5.10a)

� przyrównuj¡c do siebieodpowiednie strony zªo»onez pozostaªych wyrazów i mno»¡c rów-
nanie z prawej strony przezmacierz D̂ i z lewej strony przez iloczyn macierzy D̂ �N̂ � 1 oraz
wspóªczynnik � im otrzymujemy:

dD̂
dt

=
1
m

N̂ � 
̂ �D̂ : (5.10b)

Otrzymujemy w ten sposób dwa macierzowe równania ró»niczkowe liniowe na macierze D̂
i N̂ . Je±li porównamy te równania z klasycznymi równaniami ruchu (4.17) to zauwa»ymy, »e
kolumny macierzyD̂ i N̂ speªniaj¡ odpowiednio równania ruchu dla klasycznych poªo»e«i p¦dów.
Caªa zatem dynamika ksztaªtu kwantowej paczki gaussowskiej zakodowana jest w klasycznych
rozwi¡zaniach równa« ruchu!

Caªa opisana tuta j konstrukcja przeksztaªceniarównania Riccatiego w ukªad równa« linio-
wych mo»ewydawa¢ si¦ na pocz¡tku oparta na zbyt ostrych zaªo»eniach. Nie wiemy bowiem,
czy nie istniej¡ takie rozwi¡zania równania Riccatiego (4.17), które nie daj¡ si¦ przedstawi¢
w postaci ilorazu dwóch macierzy. W dodatku C przedstawiam ogólny dowód, »erozwi¡zywanie
równania Riccatiego jest caªkowicie równowa»ne rozwi¡zywaniu ukªadu równa« liniowych dla
macierzy N̂ i D̂ i ka»derozwi¡zanie równania (5.7a) daje si¦ przedstawi¢ w postaci (5.8).
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Przykªad w jedn ym wymiarze

Zilustrujm y na prostym przykªadzie ([19, 20]) jak dziaªa opisany powy»ej mechanizm kon-
struowania ewolucji paczki gaussowskiej przezrozwi¡zywanie klasycznych równa« ruchu. W tym
celu rozwa»my jednowymiarowy oscylator harmoniczny o cz¦sto±ci ! . Hamiltonian dla takiego
ukªadu ma posta¢:

H =
p2

2m
+

m! 2

2
x2: (5.11)

Hamiltonian ten prowadzi do prostych równa« ruchu:

_x =
@H
@p

=
p
m

; _p = �
@H
@x

= � m! 2x: (5.12)

Rozwi¡zanie tych równa« ruchu dla warunku pocz¡tk owegox(0) = x 0, p(0) = p0 ma posta¢:

x(t) = x0 cos(! t) +
p0

m!
sin(! t); (5.13a)

p(t) = p0 cos(! t) � m! x0 sin(! t): (5.13b)

W mechanicekwantowej jednowymiarowy oscylator harmoniczny opisany jest równaniemSchrö-
dingera ([7, 6]):

i~@t 	( x; t) =
�

�
~2

2m
@2

@x2 + m! 2x2
�

	( x; t): (5.14)

Rozwa»my funkcj¦ falow¡ w postaci unormowanej paczki gaussowskiej:

	( x; t) =
�

~�
m< � (t)

� 1
4

ei� (t )e� m
2~ � (t )x2

: (5.15)

Ksztaªt paczki opisuje zmienny w czasieparametr � (t). Zgodnie ze wzorem (5.7e) faza funkcji
falowej jest caªkowicie zdeterminowana przez ewolucj¦ parametru � (t) i wyra»a si¦ wzorem:

� (t) = �
1
2

Z t

0
< � (� )d� : (5.16)

Zaªó»my, »ew chwili pocz¡tk owej paczka falowa jest opisanaprzezwarunek � (0) = k! , gdzie
k jest dowoln¡ staª¡ bezwymiarow¡ i zbadajmy dalsz¡ ewolucj¦ naszejpaczki. Zgodnie z naszymi
poprzednimi rozwa»aniami parametr � (t) speªnia ró»niczkowe równanie Riccatiego:

_� (t) = � i� 2(t) + i! 2: (5.17)

Wykonuj¡c podstawienie linearyzuj¡ce równanie Riccatiego� (t) = � i
m

n(t)
d(t) otrzymujemy równa-

nia na parametry d(t) i n(t) zgodne z równaniami klasycznymi (5.12)3.

_d(t) =
n(t)
m

; _n(t) = � m! 2d(t): (5.18)

3Wielk o±ci d(t) i n(t) ewoluuj¡ tak samo jak odpowiednio klasyczne poªo»eniei klasyczny p¦d.
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Mamy pewn¡ dowolno±¢w wyborze warunku pocz¡tk owego dla wielko±cin i d zgodnegoz wa-
runkiem pocz¡tk owym na parametr � (0) - mo»emy wybra¢ je z dokªadno±ci¡do staªej multipli-
katywnej, która nie ma oczywi±cie»adnegoznaczenie�zycznego, gdy» upro±cisi¦ podczasdzie-

lenia. Mo»emy wybra¢ warunek pocz¡tk owy na przykªad tak: d(0) = � i
q

~
m! , n(0) = k

p
~m! .

Z rozwi¡zania klasycznegonatychmiast odczytujemy rozwi¡zanie równa« (5.18):

d(t) = � i

r
~

m!
[cos(! t) � i k sin(! t)] ; (5.19a)

n(t) =
p

~m! [k cos(! t) � i sin(! t)] : (5.19b)

To pozwala nam wypisa¢caªerozwi¡zanie równania Schrödingera bez konieczno±cijego rozwi¡-
zywania:

	( x; t) =
�

� ~
m!

� 1
4

�
<

cos(! t) � i k sin(! t)
k cos(! t) � i sin(! t)

� 1
4

ei� (t ) exp
�

�
m!
2~

k cos(! t) � i sin(! t)
cos(! t) � i k sin(! t)

x2
�

;

(5.20)
gdzie faz¦ � (t) mo»nawyliczy¢ ze wzoru 5.16.

Taka funkcja falowa opisujedobrzeznanez kursu mechaniki kwantowej stany pulsuj¡ce zwane
w optyce kwantowej stanami ±ci±ni¦tymi.

Warto w tym miejscu zauwa»y¢, »e je±li w chwili pocz¡tk owej wybraliby±my k = 1 to caªa
zale»no±¢od czasu pozostanie jedynie w fazie funkcji falowej, która jest niemierzalna (reszta
upro±cisi¦ ze wzgl¦du na to, »en(t) i d(t) b¦d¡ wtedy do siebieproporcjonalne). W ten sposób
otrzymamy jeden ze stanów stacjonarnych równania Schrödingera (5.14).

2 Gaussowski stan stacjonarn y

W przytoczonym przed chwil¡ przykªadzie jednowymiarowy stan pulsuj¡cy w szczególnym
przypadku przechodziª w stan stacjonarny, czyli stan, którego jedyna zale»no±¢od czasu jest
w zmieniaj¡cej si¦ fazie. Przedstawi¦ teraz ogólny przepis na konstrukcj¦ gaussowskiegostanu
stacjonarnegow przypadku n-wymiarowegoukªadu liniowego.

2.1 Warunki stacjonarno±ci

Z najogólniejszej postaci gaussowskiej funkcji falowej (5.2) oraz wzorów (5.7) na ewolucj¦
parametrów tej paczki wynika, »eaby stan ten byª stacjonarny musimy poªo»y¢R (t) = 0 oraz
P (t) = 0. Jest tak dlatego, »erównania na dynamik¦ ±rodka masy s¡ caªkowicie odseparowane
od reszty i warunki _R (t) = 0 i _P (t) = 0 mo»na speªni¢ jedynie w ten sposób. Oczywi±cie
wymaga to równie», aby nie wyst¦p owaªo zale»¡ceod czasuzewn¦trzne pole jednorodne g(t) 4.
Dlatego od tej pory zakªadamy, »ezewn¦trzne pole nie wyst¦puje.

Aby nie zmieniaª si¦ ksztaªt paczki falowej musi by¢ speªniony warunek:

d
dt

< K̂ = 0; (5.21a)

4Samo poj¦cie stanu stacjonarnego jest dobrze zde�nio wane dla hamiltonianó w niezale»nych od czasu.
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gdy» tylko cz¦±¢ rzeczywista macierzy K̂ ma wpªyw na mierzaln¡ ewolucj¦ ksztaªtu. Jednak
wzór (5.7a) na ewolucj¦ K̂ sprz¦ga ze sob¡ cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ macierzy K̂ , a zatem
jedynym sposobem na zapewnieniewarunku (5.21a) jest speªnienieanalogicznegowarunku dla
caªej macierzy:

d
dt

K̂ = 0: (5.21b)

Ostatnim warunkiem na stan stacjonarny jest bez±ladowo±¢cz¦±ci urojonej macierzy K̂ , która
wynika ze wzoru (5.7d) ( _N = 0). Warunek ten jest jednak automatycznie speªniony je±li tylko
speªniony jest warunek (5.21b), gdy» równanie Schrödingera zachowuje unormowanie funkcji
falowej i je±li ksztaªt paczki si¦ nie zmienia to nie ma mo»liwo±ci aby ewoluowaªa wielko±¢
normalizuj¡ca funkcj¦ falow¡ N (t).

2.2 Algebraiczne macierzo we równanie Riccatiego

Warunek (5.21b) sprowadza si¦ do problemu znalezieniarozwi¡zania, tzw. algebraicznego
macierzowegorównania Riccatiego (patrz [22]):

0 = � i K̂ 2
0 + i V̂ �

h

̂ ; K̂ 0

i
: (5.22)

Macierz K̂ 0 nie zale»yod czasui opisuje ksztaªt gaussowskiegostanu stacjonarnego.
Šatwo jest sprowadzi¢ to równanie do ukªadu równa« liniowych wykonuj¡c, tak jak w przy-

padku zale»negood czasurównania Riccatiego, podstawienie (5.8). Nale»y bowiem zauwa»y¢,
»eje±li uda nam si¦ znale¹¢ takie dwie macierzeN̂ (t) i D̂ (t), które b¦d¡ miaªy posta¢:

D̂ (t) = D̂0 �Ê (t); (5.23a)

N̂ (t) = N̂0 �Ê (t); (5.23b)

gdziecaªazale»no±¢od czasuobu macierzyznajduje si¦ w nieosobliwej macierzy Ê (t), to wtedy
macierz K̂ 0 zde�niowana zgodnie z (5.8):

K̂ 0 = �
i
m

N̂ (t) �D̂ (t) = �
i
m

N̂0 �Ê (t) �Ê � 1(t) �D̂ � 1
0 = �

i
m

N̂0 �D̂ � 1
0 (5.24)

jest niezale»naod czasu. Caªy zatem problem rozwi¡zywania równania (5.22) sprowadza si¦ do
znalezieniaodpowiednich macierzy N̂ (t) i D̂ (t).

Okazuje si¦, »e znalezienietakich macierzy nie jest trudne. Przypominaj¡c sobie bowiem,
»ekolumny tych macierzy speªniaj¡ dokªadnie te samerównania co klasycznepoªo»eniai p¦dy
od razu zrozumiaªe jest, »e wybieraj¡c jako kolumny klasycznemody wªasneproblemu (4.18)
macierzeD̂ (t) i N̂ (t) b¦d¡ miaªy poszukiwan¡ wªasno±¢(5.23). Wtedy bowiem macierz Ê (t)
jest diagonaln¡ macierz¡ wykªadników typu ei! i t , a macierze D̂0 i N̂0 maj¡ w i -tej kolumnie
odpowiednio amplitud¦ poªo»eniai p¦du modu wªasnegoo cz¦sto±ci ! i . Zatem problem znale-
zienie stacjonarnegogaussowskiegorozwi¡zania równania Schrödingera (5.1) sprowadza si¦ do
znalezieniaklasycznych modów wªasnych problemu.
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2.3 Wyb ór modów wªasnych do konstruk cji K̂ 0

Przedstawiony powy»ej sposóbkonstrukcji macierzy K̂ 0 opisuj¡cej stan stacjonarny nie jest
jeszczekompletny. Nale»yzauwa»y¢bowiem, »edo konstrukcji tej macierzy jest potrzebnych n
niezale»nych5 modów wªasnych. Jednak rozpatrywany ukªad klasyczny, z którego modów mamy
skorzysta¢ jest n wymiarowy i zatem posiada a» 2n modów wªasnych. Naturalnie pojawia si¦
wi¦c pytanie, które mody wªasnenale»ywybara¢ do konstrukcji macierzy K̂ 0.

Do tej pory nie wykorzystali±my jeszczejednegowarunku jaki musi speªnia¢ka»damacierz
K̂ opisuj¡ca stan gaussowski. Otó», aby mógª to by¢ stan gaussowski to cz¦±¢rzeczywista< K̂
musi by¢ dodatnio okre±lona. Jest to kryterium, które rozstrzyga o wyborze modów wªasnych
potrzebnych do konstrukcji stacjonarnej macierzy K̂ 0 - nale»ywybra¢ takie mody, aby macierz
K̂ 0 miaªa dodatnio okre±lon¡ cz¦±¢rzeczywist¡.

Nie zawsze jednak mo»na takiego wyboru dokona¢. Okazuje si¦ bowiem, »e je±li ukªad
opisywany klasycznymi równaniami ruchu jest niestabilny, tzn. przynajmniej jeden z modów
wªasnych ma nierzeczywist¡ (zespolon¡ lub urojon¡) cz¦sto±¢ wªasn¡, to nie mo»na wybra¢
modów wªasnych tak, aby skonstruowana znich macierz K̂ 0 speªniaªapowy»szywarunek. Tym
samym istnieje peªnakorespondencjapomi¦dzy stabilno±ci¡ ukªadu klasycznego,a kwantowego.

W tym miejscu warto podkre±li¢, »e nawet je±li hamiltonian nie jest ograniczony od doªu
(jak np. w ukªadzieobracaj¡cego si¦ z odpowiednio du»¡ pr¦dk o±ci¡ potencjaªu harmonicznego
opisanegow rozdziale2), aleposiadawszystkierzeczywistecz¦sto±ciwªasneto istnieje dla takiego
ukªadu kwantowy gaussowski stan stacjonarny, cho¢ nie jest to oczywi±ciestan podstawowy.

W dalszej analizie b¦d¦ zakªadaª,»e rozpatrujemy ukªad w obszarzestabilno±ci i tym sa-
mym istnieje stacjonarny stan gaussowski dla rozwa»anegoproblemu. Dla pó¹niejszych celów
oznaczmy tak¡ paczk¦ (bez unormowania) przez:

	 0(r ) = exp
�

�
m
2~

r �K̂ 0 �r
�

; (5.25)

gdzie macierz K̂ 0 speªnia warunki stacjonarnegoksztaªtu (5.21b).

3 Pozostaªe stany stacjonarne

W poprzednim punkcie przedstawiªem przepis na konstrukcj¦ stacjonarnegostanu gaussow-
skiegonaszegoukªadu u»ywaj¡c jedynie klasycznych modów wªasnych. Nast¦pnie wykazaªem,
»e jest on jedynym stacjonarnym stanem gaussowskim. Pojawia si¦ naturalnie pytanie o inne
stany stacjonarne - najlepiej zupeªny ich zbiór. Okazuje si¦, »e wykorzystuj¡c znaleziony ju»
stan gaussowski oraz klasycznemody wªasnemo»naskonstruowa¢ wszystkiestany stacjonarne.

3.1 Ruc h paczki o staªym ksztaªcie

Równania (5.7) dopuszczaj¡ w oczywisty sposóbewolucj¦ polegaj¡c¡ na ruchu stacjonarnej
paczki (5.25) po klasycznej tra jektorii. Funkcja falowa opisuj¡ca tak¡ sytuacj¦ ma posta¢:

	( r ; t) = N ei� (t )=~exp
�
�

m
2~

(r � R (t)) �K̂ 0 �(r � R (t)) +
iP (t) �r

~

�
; (5.26)

5Niezale»no±¢modów jest niezb¦dna, aby zapewni¢ nieosobliwo±¢macierzy D̂ 0 .
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gdzie wektory R (t) i P (t) speªniaj¡ klasycznerównania ruchu (4.17b). Wybierzmy specy�czne
rozwi¡zanie klasycznych równa« ruchu - mod wªasny o cz¦sto±ci � ! i :

R (t) =
1
�

R 0e� i! i t ; (5.27a)

P (t) =
1
�

P 0e� i! i t : (5.27b)

R 0 i P 0 s¡ amplitudami modu klasycznegospeªniaj¡ce ukªad równa« (4.19), a � jest dowoln¡
staª¡ normalizuj¡c¡ mod, któr¡ pó¹niej wybierzemy w odpowiedni sposób.

Zgodnie z równaniem (5.7e) faza takiej funkcji falowej speªnia równanie:

_� (t) = �
~
2

Tr(< K̂ 0) �
P 2

2m
+

m
2

R �V̂ �R =

= �
~
2

Tr(< K̂ 0) +
�

m
2� 2 R 0 �V̂ �R 0 �

P 2
0

2m� 2

�
e� 2i! i t : (5.28)

Przy zaªo»eniu,»ew chwili pocz¡tk owej faza funkcji falowej byªa wybrana jako � (0) = 0 otrzy-
mujemy wzór na faz¦:

� (t) = �
~t
2

Tr(< K̂ 0) +
1

2i! i

�
m

2� 2 R 0 �V̂ �R 0 �
P 2

0

2m� 2

�
�
1 � e� 2i! i t � : (5.29)

Wtedy funkcja falowa (5.26) (przy wykorzystaniu oznaczenia(5.25)) ma posta¢:

	( r ; t) = N exp
�
i
�
~

�
m
2~

R �K̂ 0 �R +
m
~

r �K̂ 0 �R +
i
~

r �P
�

	 0(r ) =

= N exp

"

�
~t
2

Tr(< K̂ 0) +
m2R 0 �V̂ �R 0 � P 2

0

4� 2~! i m

�
1 � e� 2i! i t �

�
m

2� 2~
R 0 �K̂ 0 �R 0 e� 2i! i t + r �

 
mK̂ 0 �R 0 + iP 0

� ~

!#

	 0(r ): (5.30)

Wprowadzaj¡c nast¦puj¡ce oznaczenia:


 0 =
1
2

Tr(< K̂ 0); (5.31a)

� =
1

4~! i m

�
P 2

0 � m2 R 0 �V̂ �R 0

�
; (5.31b)

� =
1

2� ~

�
mK̂ 0 �R 0 + iP 0

�
; (5.31c)

� =
1

4� 2~! i m

h
m2 R 0 �

�
2! i K̂ 0 � V̂

�
�R 0 + P 2

0

i
(5.31d)

funkcja falowa daje si¦ zapisa¢w postaci:

	( r ; t) = N e� � e� i 
 0 texp
�
� � e� 2i! i t + 2� �r e� i! i t

�
	 0(r ): (5.32)
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3.2 Wyb ór modu wzbudza j¡cego

W tym miejscu nale»ypodkre±li¢,»eparametry � i � s¡ równe zero je±li wybierzemy mod,
który zostaªu»yty do konstrukcji macierzy K̂ 0. Wtedy bowiem zachodzi nast¦puj¡cy zwi¡zek:

K̂ 0 �R 0 = �
i
m

P 0: (5.33)

Ten wniosekwynika bezpo±rednioz konstrukcji macierzy K̂ 0 = � i
m N̂0 �D̂ � 1

0 , gdy» je±li R 0 i P 0

s¡ k-tymi kolumnami odpowiednio macierzy D̂0 i N̂0, to oczywi±ciemamy:

D̂ � 1
0 �R 0 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
...
0
1
0
...
0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (5.34)

gdzie 1 stoi na k-tym miejscu, a na pozostaªych 0. St¡d automatycznie wynika, »eparametr �
zadany wzorem(5.31c) równy jest 0.

Dodatkowo nale»yzauwa»y¢(wykorzystuj¡c zale»no±¢5.33), »ew takim przypadku równanie
(5.31d) na � ma posta¢:

� =
1

4� 2~! i

�
� 2i! i R 0 �P 0 � mR 0 �V̂ �R 0 +

1
m

P 2
0

�
: (5.35)

Z drugiej strony jednak wiemy, »e amplitudy R 0 i P 0 musz¡ speªnia¢ równania wynikaj¡ce
z warunku (4.19):

� 
̂ �R 0 � i! i R 0 +
1
m

P 0 = 0; (5.36a)

� mV̂ �R 0 � 
̂ �P 0 � i! i P 0 = 0: (5.36b)

Mno»¡c równanie (5.36a)skalarnie przezP 0, a równanie (5.36b) skalarnie przezR 0 orazdodaj¡c
do siebiei wykorzystuj¡c antysymetryczno±¢macierzy 
̂ otrzymujemy:

� 2i! i R 0 �P 0 � mR 0 �V̂ �R 0 +
1
m

P 2
0 = 0: (5.37)

Zatem w tym przypadku równie»parametr � opisany wzorem(5.35) jest równy 0 i funkcja falowa
(5.32) sprowadza si¦ do ju» znalezionegostacjonarnegostanu gaussowskiego(5.25).

Od tej pory, bezzmniejszaniaogólno±cirozwa»a«,b¦dziemy zakªada¢,»ewybrany przeznas
mod nie posªu»yªdo skonstruowania macierzy K̂ 0.
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3.3 Rozwini¦cie w stany stacjonarne

Okazujesi¦, »efunkcja falowa (5.32) jest superpozycj¡ caªejrodziny funkcji wªasnych naszego
problemu - rodziny wzbudze«o cz¦sto±ci ! i .

Po pierwsze zauwa»my, »e dowolna dotychczas zmienna � mo»e nam teraz posªu»y¢,aby
upro±ci¢wyra»enie na funkcj¦ falow¡. Je±li bowiem wybierzemy j¡ odpowiednio, to mo»emy
sprawi¢, »ewspóªczynnik � = 1. Spowoduje to odpowiednie przeskalowanie wektora � . Funkcja
falowa ma wtedy posta¢:

	( r ; t) = N e� � e� i 
 0 texp
�
� e� 2i! i t + 2� �r e� i! i t

�
	 0(r ): (5.38)

W tym momencienale»yprzypomnie¢znany powszechnie fakt o funkcji tworz¡cej dla wielo-
mianów Hermitte'a Hn (� ). Otó» zachodzi zale»no±¢(patrz np. [7]):

e� z2+2 � z =
1X

n=0

Hn (� )
zn

n!
: (5.39)

Przeprowadzaj¡c to rozwini¦cie w funkcji falowej (5.38) (dla � = � � r i z = e� i! i t ) otrzymujemy:

	( r ; t) = N e� � e� i 
 0 t
1X

n=0

1
n!

Hn (� � r )e� in! i t 	 0(r ): (5.40)

Widzimy zatem, »e nasza funkcja falowa jest superpozycj¡ stanów, których ewolucja polega
jedynie na ewolucji fazy - stanów stacjonarnych. Dla ka»degon mamy okre±lony jeden stan
stacjonarny, czyli n-te wzbudzenie i -tego modu. Zatem funkcj¡ falow¡ stanu stacjonarnego
(nieunormowan¡) jest:

	 (i )
n (r ) = Hn (� � r )	 0(r ): (5.41)

Funkcja ta jest funkcj¡ wªasn¡ hamiltonianu z warto±ci¡ wªasn¡ E (i )
n = ~n! i + ~
 0. Przepro-

wadzaj¡c w ten sposóbkonstrukcj¦ dla wszystkich modów wªasnych otrzymujemy wzbudzenia
pozostaªych modów.

Jak ju» wcze±niejwspominaªemrozwini¦cie w inne stany stacjonarnejest mo»liwe tylko po-
przezwykorzystaniemodów, które nie posªu»yªydo konstrukcji macierzy K̂ 0. W tym momencie
fakt ten ma bardzo dobr¡ interpretacj¦ �zyczn¡. Otó» je±li hamiltonian (4.16) jest dodatnio
okre±lony, to poprawn¡ macierz K̂ 0 otrzymuje si¦ wybieraj¡c do jej konstrukcji mody o dodat-
nich cz¦sto±ciach wªasnych. Wtedy do konstruowania stanów wzbudzonych poprzezrozwini¦cie
(5.38) u»ywamy modów o cz¦sto±ciach ujemnych. W ten sposóbpowstaj¡ce funkcje falowe opi-
suj¡ stacjonarne stany kwantowe, które s¡ funkcjami wªasnymi hamiltonianu, których waro±¢
wªasnaro±niez n. Z drugiej strony, je±li hamiltonian nie jest dodatnio okre±lony, to niektóre
z modów wybranych do konstrukcji macierzyK̂ 0 maj¡ ujemn¡ cz¦sto±¢.Tym samym do konstru-
owania niektórych stanów wzbudzonych b¦dziemy u»ywali modów o dodatniej cz¦sto±ci i tym
samym ich warto±¢wªasnieb¦dzie malaªa z n i nie b¦dzie ograniczonaod doªu.

Ostatecznie,poniewa»udaªosi¦ skonstruowa¢ wzbudzeniadla ka»degon dla ka»dejcz¦sto±ci
wªasnej, a z drugiej strony wiemy, »e ukªad daje si¦ sprowadzi¢ transformacj¡ kanoniczn¡ do
ukªadu trzech niezale»nych oscylatorów harmonicznych, to tym samym udaªo nam si¦ skonstru-
owa¢ zupeªny ukªad stanów wªasnych hamiltonianu kwantowo-mechanicznego.
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Rozdziaª 6

Jako±ciowe uwzgl¦dnienie oddziaªywa«

W ostatnim rozdzialeswojej pracy postaramsi¦ przedstawi¢ prosty model teoretyczny umo»-
liwia j¡cy jako±cioweuwzgl¦dnienie wpªywu oddziaªywa« mi¦dzy atomowych na dynamik¦ ukªadu.
Oczywi±ciedotychczasowe rozwa»aniana temat dynamiki ±rodka masyukªadu s¡ wci¡» aktualne,
gdy» jak ju» wykazaªemw pierwszym rozdziale jest ona caªkowicie odseparowana i niezale»na
od dynamiki wewn¦trznej ukªadu. Jest to szczególnawªasno±¢dynamiki w potencjaªach harmo-
nicznych.

1 Nielinio we równania Schrö dingera

Uwzgl¦dnienia oddziaªywa« mi¦dzy atomowych dokonamw najprostszy mo»liwy sposób- me-
tod¡ pola ±redniego.Punktem wyj±ciajest hamiltonian oddziaªuj¡cegoukªadu bozonów w j¦zyku
drugiej kwantyzacji (1.14):

bH =
Z

d3r b y(r )
�

� ~2r 2

2m
+

m
2

r �V̂ �r
�

b (r ) +

+
1
2

Z Z
d3r d3r 0 b y(r ) b y(r 0)U

�
r � r 0� b (r 0) b (r ): (6.1)

Wykorzystuj¡c równania Heissenberga (patrz np. [6, 25]) z wielociaªowym hamiltonianem
(6.1) wyprowadzamy równania na ewolucj¦ operatorów pola1:

i~@t b (r ; t) =
h

b (r ; t); bH
i

=

=
�
�

~2r 2

2m
+

m
2

r �V̂ �r +
Z

d3r 0 b y(r 0; t)U
�
r � r 0� b (r 0; t)

�
b (r ; t):

W nast¦pnym kroku rozkªadamy naszoperator pola na dwie cz¦±ci - jegowarto±¢oczekiwan¡
	( r ; t) = hb (r ; t)i oraz caª¡ reszt¦ b 0(r ; t):

b (r ; t) = 	( r ; t) + b 0(r ; t): (6.2)

1Wykorzystujemy relacje komutacyjne dla bozonowych operatorów pola (1.12).
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Funkcja 	( r ; t) b¦dzie peªniªarol¦ parametru porz¡dku, a historycznie nazywa si¦ j¡ funkcj¡
falow¡ ukªadu2. Celemrozwa»anejprzeznas teorii pola ±redniegojest znalezienierówna« dyna-
micznych na t¡ wªa±niewielko±¢przy zaªo»eniu,»ewªa±nieta wielko±¢w pewnym przybli»eniu
opisuje dobrzezachowanie naszegoukªadu, tzn. cz¦±¢operatorowa b 0 jest w jakim± sensiemaªa
i mo»naj¡ traktowa¢ jako zaburzenie.

W takim przypadku równanie na ewolucj¦ (6.2) w pierwszym przybli»eniu ma posta¢:

i~@t 	( r ; t) =
�
�

~2r 2

2m
+

m
2

r �V̂ �r +
Z

d3r 0 	 � (r 0; t)U
�
r � r 0� 	( r ; t)

�
	( r ; t): (6.3)

Otrzymane równanie jest równaniem nieliniowym na funkcj¦ falow¡ 	( r ; t) dlatego nazywa
si¦ je nieliniowym równaniem Schrödingera. Warto podkre±li¢ w tym miejscu, »e nie podwa-
»amy jednak tym samym postulatu mechaniki kwantowej o jej liniowym charakterze. Nielinio-
wo±¢pojawiªa si¦ wyª¡cznie z powodu naszegoprzybli»enia operatora pola przez jego warto±¢
oczekiwan¡.

Przybli»enie takie pracuje najlepiej, gdy poszczególneatomy oddziaªuj¡ ze sob¡ jedynie na
bardzo krótkich odlegªo±ciach. Takie oddziaªywanie mo»emy zamodelowa¢ potencjaªemtypu �
(patrz np. [25]), tzn. przyj¡¢, »e oddziaªywanie nast¦puje jedynie, gdy cz¡stki si¦ znajduj¡
w tym samym punkcie przestrzeni3:

U(r 0 � r ) = g� (r 0 � r ): (6.4)

W zale»no±ciod znaku staªej g oddziaªywanie miedzy atomami jest przyci¡ gaj¡ce lub odpycha-
j¡ce.

Przy zastosowaniu takiego modelu oddziaªywania równanie (6.3) ma posta¢:

i~@t 	( r ; t) =
�
�

~2r 2

2m
+

m
2

r �V̂ �r + gj	( r ; t)j2
�

	( r ; t): (6.5)

Jest to tzw. równanieGrossa-Pitaevskiiego4 wyprowadzoneniezale»niejeszczew latach '60 przez
Grossa [24] i Pitaevskiiego [23]. Równanie to jest bardzo cz¦sto punktem wyj±cia przy opisie
kwantowo-mechanicznym zjawiska kondensacjiBosego-Einsteinai jego wªasno±cis¡ gruntownie
przestudiowane (np. w przegl¡dowym artykule [25]).

2 Logarytmiczne równanie Schrö dingera

Rownanie Grossa-Pitaevskiiego(6.5) jest dobrze uzasadnionym równaniem w przypadku
ukªadów, w których zachodzi kondensacjaBosego-Einsteinai daje wyniki, które dobrze pa-
suj¡ do danych do±wiadczalnych [25]. Jest to jednak równanie bardzo skomplikowane i jego
rozwi¡zania s¡ znanejedynie numeryczniew konkretnych sytuacjach.

2Jest tak dlatego, »e wyra»enie j	( r )j2 jest w pewnych warunkach proporcjonalne do g¦sto±ci atomów
w punkcie r .

3Jest to oczywi±cieskrajny model matematyczny oddziaªywania krótk ozasi¦gowego.
4Równanie Grossa-Pitaevskiiego formuuje si¦ najcz¦±ciej w ogólniejszej postaci dla dowolnego potencjaªu ze-

wn¦trznego. Wtedy zamiast wyra»enia m
2 r �V̂ �r pojawia si¦ dowolny potencjaª Vext (r ).
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W latach '70 zupeªnie z innych powodów [26] rozwa»ano inne równanie typu nieliniowych
równa« Schrödingera, tzw. logarytmiczne równanie Schrödingera, którym równie»mo»nasymu-
lowa¢ oddziaªywanie mi¦dzy atomowe w ukªadzie. Równanie to ma posta¢:

i~@t 	( r ; t) =
�
�

~2

2m
r 2 + Vext (r ; t) � blog(

1
a3 j	( r ; t)j2)

�
	( r ; t); (6.6)

gdzie staªa b ma wymiar energii i okre±la�siª¦� oddziaªywania mi¦dzy atomowego. Staªa a jest
jedynie staª¡ wymiarow¡ zapewniaj¡c¡ bezwymiarowo±¢argumentu funkcji logarytm. Nie ma
onaznaczenia�zycznego, gdy»jest niemierzalnaw »adnym eksperymencie.W ka»dymprzyj¦t ym
ukªadzie jednostekmo»emy przyj¡¢, »ejest równa 1.

Równanie (6.6) ma bardzo wiele ciekawych wªasno±ci[26, 27], ale jedna z nich jest dla nas
kluczowo wa»nai jest powodemzastosowania tegorównania, a nie równania Grossa-Pitaevskiiego
w dalszejanalizie - znanejest jedno analitycznestacjonarnerozwi¡zanie równania (6.6) w przy-
padku ukªadów liniowych. Jest to rozwi¡zania gaussowskie. Zilustrujm y t¦ wªasno±¢w najprost-
szym przypadku - jednowymiarowym oscylatorzeharmonicznym.

2.1 Logarytmiczne równanie Schrö dingera dla oscylatora harmonicznego

Stacjonarnelogarytmiczne równanie Schrödingera dla oscylatora harmonicznegoo cz¦sto±ci
wªasnej! ma posta¢(a = 1):

�
�

~2

2m
d2

dx2 +
1
2

m! 2x2 � blog(j j2)
�

 (x) = E (x): (6.7)

Po wprowadzeniu nowych bezwymiarowych wielko±ci � , � , 
 (dªugo±¢,energia, staªa oddziaªy-
wania):

x =

r
~

m!
� ; E =

~!
2

�; b = ~! 
 (6.8)

równanie (6.7) mo»nazapisa¢w postaci:
�

�
d2

d� 2 + � 2 � 2
 log(j j2)
�

 (� ) = � (� ): (6.9)

Šatwo mo»nasi¦ przekona¢,»eunormowana funkcja gaussowska:

 (� ) =
� �

�

� 1
4 e� �� 2

2 ; � > 0 (6.10)

speªnia równanie (6.9) dla dowolnego
 . Rzeczywi±cie,wstawiaj¡c t¦ funkcj¦ do równania (6.9)
otrzymujemy:

� � � 2� 2 + � 2 � 
 log
�
�

+ 2�
 � 2 = �: (6.11)

Poniewa» równanie to musi by¢ speªnionedla dowolnego � otrzymujemy warunek na parametr
� opisuj¡cy ksztaªt paczki gaussowskiej oraz jej bezwymiarow¡ energi¦ � :

1 � � 2 + 2�
 = 0; (6.12a)

� � 
 log
�
�

= �: (6.12b)
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Rysunek 6.1: Rozwi¡zanie stacjonarnego logarytmicznego równania Schrödingera (6.9) dla trzech ró»nych war-
to±ci parametru 
 . Rozwi¡zanie równania beznieliniowo±ci(
 = 0) ilustruje linia czarna pogrubiona. Linie cienkie
ilustruj¡ rozwi¡zania równania z nieliniowo±ci¡: czarna przyci¡ gaj¡ce (
 = 2), szara odpychaj¡ce (
 = � 2).

Z równania (6.12a) wynika, »e � = 
 +
p


 2 + 1 opisuje stacjonarn¡ paczk¦ gaussowsk¡ 5 dla
dowolnego
 . Jak wida¢ z rysunku 6.1 dodatnie 
 mo»nainterpretowa¢ jako efektywne oddzia-
ªywanie przyci¡ gaj¡ce, a 
 ujemne jako odpychaj¡ce.

Ta podstawowa wªasno±¢równania logarytmicznego,tzn. istnienie gaussowskiegorozwi¡za-
nia stacjonarnegodla ukªadów liniowych, pozwala dokªadnieprzeanalizowa¢wpªyw nieliniowo±ci
na dynamik¦ ukªadu i jako±ciowe uwzgl¦dnienie oddziaªywania w opisie.

3 Logarytmiczne równanie Schrö dingera dla wiruj¡cej puªapki

Uwzgl¦dnienie jako±ciowe oddziaªywa« mi¦dzy atomowych w obracaj¡cej si¦ puªapce harmo-
nicznej oznacza(patrz [2]) zast¡pienie równania Schrödingera (5.1) przezrównanie (6.6) z odpo-
wiednimi czªonamiodpowiadaj¡cymi za siªy puªapki i siªy pozorne6 (pomijamy nieistotn¡ staª¡
a):

i~@t 	( r ; t) =
�
�

~2

2m
r 2 +

~
i

r � 
̂ �r +
m
2

r �V̂ �r � blog(j	( r ; t)j2)
�

	( r ; t): (6.13)

5Drugie rozwi¡zanie równania kwadratowego (6.12a) � = 
 �
p


 2 + 1 jest zawsze ujemne i tym samym nie
opisuje paczki gaussowskiej.

6Problem rozwi¡zujem y tak jak dotychczas- w ukªadzie obracaj¡cym si¦ razem z puªapk¡



59

3.1 Ewolucja paczki gaussowskiej

Podobnie jak to byªo zrobionew rozdziale5. analiz¦ dynamiki kwantowej rozpoczynamy od
analizy dynamiki paczki gaussowskiej. W tym celu rozwa»amy najogólniejsz¡ paczk¦ gaussowsk¡
postaci:

	( r ; t) = N (t)ei� (t )=~ exp
�

�
m
2~

(r � R (t)) �K̂ (t) �(r � R (t)) +
i
~

r �P (t)
�

: (6.14)

Przeprowadzaj¡c analogicznerachunki jak w punkcie 1.2 rozdziaªu 5. otrzymujemy wzory na
ewolucj¦ parametrów paczki podobne do wzorów (5.7). Tym razem spodziewamy si¦ jednak, »e
parametr mierz¡cy nieliniowo±¢b pojawi si¦ w tych wzorach. Równania ewolucji maj¡ posta¢:

dK̂ (t)
dt

= � i K̂ (t)2 + i V̂ �
h

̂ ; K̂ (t)

i
+ 2i

mb
~

< K̂ (t); (6.15a)

dR (t)
dt

=
P (t)

m
� 
̂ �R (t); (6.15b)

dP (t)
dt

= � mV̂ �R (t) � 
̂ �P (t); (6.15c)

dN (t)
dt

=
N (t)

2
Tr(= K̂ (t)) ; (6.15d)

d� (t)
dt

= �
~
2

Tr(< K̂ (t)) �
P (t)2

2m
+

m
2

R (t) �V̂ �R (t): (6.15e)

Jak wida¢ z powy»szych wzorów tym razem równie» dynamika ±rodka masy caªkowicie si¦ od-
separowaªa od dynamiki wewn¦trznej. Jest to oczywi±ciezgodne z wynikami przedstawionymi
w rozdziale 1. Jak bowiem jest tam wykazaneseparacjataka zachodzi niezale»nieod postaci
oddziaªywa« mi¦dzy atomowych, które doprowadziªy nasdo nieliniowegorównania Schrödingera.

Wªasno±ci¡ logarytmicznegorównania Schrödingera jest natomiast fakt, »ecaªa informacja
o nieliniowo±ci uwidacznia si¦ jedynie we wzorzena ewolucj¦ ksztaªtu paczki (6.15a). Oczywi-
±cieta nieliniowo±¢wpªywa równie» po±redniona ewolucj¦ staªej normalizacyjnej i fazy (wzory
(6.15d) i (6.15e)), gdy» wyst¦puje tam zale»no±¢od macierzy K̂ (t).

Jak wida¢ ze wzoru (6.15a) nieliniowo±¢sprz¦ga si¦ do cz¦±ci rzeczywistej macierzy K̂ (t).
Tym samym równanie (6.15a) przestaje by¢ macierzowym równaniem Riccatiego i nieznany jest
sposóbposzukiwania analitycznegorozwi¡zania takiego równania.

3.2 Rozwi¡zania stacjonarne

Podobnie jak w przypadku bez nieliniowo±ci w stanie stacjonarnym ±rodek masy musi by¢
w stanie równowagi (jedyny stan równowagi opisany jest warunkami R (t) = 0 i P (t) = 0).
Istotne pozostaje zatem jedynie równanie na ksztaªt K̂ 0 stacjonarnegostanu gaussowskiegowy-
nikaj¡ce z równania (6.15a) i warunku dK̂ 0=dt = 0 (od teraz przyjmujemy taki ukªad jednostek,
w którym m = 1, ~ = 1):

0 = � i K̂ 2
0 + i V̂ �

h

̂ ; K̂ 0

i
+ 2ib < K̂ 0 (6.16)
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lub rozdzielaj¡c macierz K̂ 0 na cz¦±¢rzeczywist¡ i urojon¡ K̂ 0 = Â + i B̂ otrzymujemy równo-
wa»ny równaniu (6.16) ukªad dwóch równa« macierzowych:

0 = B̂ �Â + Â �B̂ �
h

̂ ; Â

i
; (6.17a)

0 = B̂ 2 � Â2 + V̂ �
h

̂ ; B̂

i
+ 2bÂ: (6.17b)

Równania (6.17) s¡ nieliniowymi równaniami macierzowymi i dlategoich rozwi¡zanie w trzech
wymiarach jest bardzo trudne. Gªównym celem rozwa»a« tego rozdziaªu jest jednak jedynie
jako±ciowe zbadanie wpªywu nieliniowo±ci na dynamik¦ i dlatego w tym miejscu upraszczamy
naszproblem zakªadaj¡c, »epuªapka obraca si¦ wokóª osi równolegªejdo jednej z osi gªównych
puªapki. Jak byªo pokazanew rozdziale 2. W takim przypadku dynamika wzdªu»kierunku osi
obrotu caªkowicie odseparowuje si¦ od pozostaªych stopni swobody i w naszymprzypadku b¦dzie
opisywana tak jak jest przedstawione w punkcie 2.1. Pozostaje zatem do rozwa»eniaprzypadek
dwuwymiarowy opisuj¡cy pozostaªestopnie swobody za pomoc¡ macierzy 2 � 2 speªniaj¡cych
równania (6.17).

Rozwi¡za« b¦dziemy poszukiwa¢ (tak jak w pracy [2]) w ukªadzie odniesienia, w którym
macierz V̂ jest diagonalna. Macierze V̂ i 
̂ maj¡ zatem posta¢:

V̂ =
�

Vx 0
0 Vy

�
; 
̂ =

�
0 � 


 0

�
: (6.18)

MacierzeÂ i B̂ parametryzujemy nast¦puj¡co:

Â =
�

� 1 �
� � 2

�
; B̂ =

�
� 1 �
� � 2

�
: (6.19)

Przy takiej parametryzacji równania (6.17) sprowadzaj¡ si¦ do nast¦puj¡cego ukªadu sze±ciu
równa«:

0 = � 1� 1 + � (� + 
) ; (6.20a)

0 = � 2� 2 + � (� � 
) ; (6.20b)

0 = (� 1 + � 2)� + � (� 1 + � 2) + 
( � 2 � � 1); (6.20c)

0 = � 2 + � 2
1 � � 2 � � 2

1 + 2b� 1 + Vx + 2
 � ; (6.20d)

0 = � 2 + � 2
2 � � 2 � � 2

2 + 2b� 2 + Vy � 2
 � ; (6.20e)

0 = (2b� � 1 � � 2)� + 
( � 2 � � 1) + � (� 1 + � 2): (6.20f)

W dodatku C w punkcie3. pokazanejest, »eje±lipuªapka nie jest symetryczna(tzn. Vx 6= Vy), to
rozwi¡zanie powy»szegoukªadu równa« istnieje tylko wtedy, gdy � = � 1 = � 2 = 0, tzn. macierz
Â musi by¢ diagonalna7, a macierz B̂ pozadiagonalna.Tym samym zagadnieniesprowadza si¦
do rozwi¡zania trzech równa« na pozostaªeniewiadome� 1, � 2 i � :

7Staªe � 1 i � 2 staj¡ si¦ warto±ciami wªasnymi macierzy Â.
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(� 1 + � 2)� � (� 1 � � 2)
 = 0; (6.21a)

� 2 � � 2
1 + V 2

x + 2b� 1 + 2� 
 = 0; (6.21b)

� 2 � � 2
2 + V 2

y + 2b� 2 + 2� 
 = 0: (6.21c)

Puªapk a spoczyw aj¡ca ( 
 = 0)

Na pocz¡tku zbadajmy zachowanie si¦ rozwi¡zania, gdy puªapka si¦ nie obraca. W takim
przypadku z równania (6.21a) od razu wynika, »ewspóªczynnik � = 0 i pozostaªedwa równania
s¡ prostymi równaniami kwadratowymi na � 1 i � 2:

� � 2
1 + V 2

x + 2b� 1 = 0; (6.22a)

� � 2
2 + V 2

y + 2b� 2 = 0: (6.22b)

S¡ to odpowiedniki równania (6.12a) de�niuj¡cego ksztaªt stacjonarnegorozwi¡zania dla jed-
nowymiarowego oscylatora harmonicznego. Zatem, tak jak nale»aªosi¦ spodziewa¢, problem
rozseparowaª si¦ na niezale»nejednowymiarowe oscylatory harmoniczne opisane logarytmicz-
nym równaniem Schrödingera (6.7).

Ostatecznie,w przypadku nieobracaj¡cej si¦ puªapki harmonicznej istnieje jedno8 rozwi¡za-
nie gaussowskie logarytmicznegorównania Schrödingera:

� 1 = b+
p

b2 + V 2
x ; (6.23a)

� 2 = b+
q

b2 + V 2
y ; (6.23b)

� = 0: (6.23c)

Warto podkre±li¢w tym miejscu, »e rozwi¡zanie gaussowskie zawszeistnieje, nawet dla bardzo
silnegooddziaªywania odpychaj¡cego (ujemne b).

Brak oddziaªyw ania (b = 0)

Drugim przypadkiem szczególnym jest puªapka obracaj¡ca si¦, ale z �wyª¡czonym� oddzia-
ªywaniem prowadz¡cym do nieliniowego równania Schrödingera. Jest to oczywi±cieprzypadek
ju» dyskutowany w poprzednich rozdziaªach.

Zale»no±¢warto±ci wªasnych cz¦±ci rzeczywistejmacierzy K̂ 0 (determinuj¡cej ksztaªt paczki
gaussowskiej) od pr¦dk o±ci obrotu puªapki przedstawia dla przykªadowej puªapki (Vx = 2=3
i Vy = 4=3) rysunek 6.2. Z rysunku wida¢, »epaczka gaussowska jest stabilna, tzn. macierz Â
ma dodatnie warto±ci wªasne,w tych przedziaªach pr¦dk o±ciobrotu puªapki, w których stabilna
jest klasycznadynamika ukªadu (patrz rysunek 2.4 oraz punkt 5. w rozdziale2).

8Tylko jedno rozwi¡zanie ka»degoz równa« (6.22) jest dodatnie; podobnie jak byªo z równaniem (6.12a).
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Rysunek 6.2: Wykres przedstawia zale»no±¢parametrów � 1 i � 2 w zale»no±ciod pr¦dk o±ci k¡to wej puªapki 

przy braku czªonu nieliniowego. Dla ka»dej warto±ci 
 z obszaru stabilno±ci istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie
stacjonarne opisane parametrami � 1 i � 2 . Parametry puªapki: Vx = 2=3 i Vy = 4=3.

Przypadek ogóln y (b 6= 0 i 
 6= 0)

W ogólnym przypadku analityczne rozwi¡zanie równa« (6.21) jest niemo»liwe, gdy» jest to
ukªad równa« nieliniowych prowadz¡cych do równa« wy»szych rz¦dów na wspóªczynniki � 1,
� 2 i � . Dlatego w tym przypadku rozwi¡zywaªem je numerycznie dla konkretnie wybranej
puªapki harmonicznej (Vx = 2=3 i Vy = 4=3) oraz dwóch warto±ci parametru b okre±laj¡cego
wpªyw nieliniowo±ci. Okazujesi¦, »ew przypadku logarytmicznegorównania Schrödingera mog¡
istnie¢, przy pewnych warunkach, równocze±niedwa, a nawet trzy rozwi¡zania gaussowskie.

Jak wida¢ z rysunku 6.3 dla oddziaªywania przyci¡ gaj¡cego (b = 1) dodatkowe rozwi¡zanie
pojawia si¦ w tym przedziale pr¦dk o±ci obrotu puªapki, dla którego klasyczna dynamika jest
niestabilna oraz ponad tym przedziaªem. W zale»no±ciod siªy przyci¡ gania mierzonym staª¡ b
mo»nasprawi¢, »edla odpowiednio silnegoprzyci¡ ganiaw ogólenie istnieje obszarniestabilno±ci
dla rozwi¡zania kwantowego. Tzn. paczka gaussowska jest stabilna, natomiast jako caªo±¢
zgodnie z równaniami (6.15b) i (6.15c) ucieka z puªapki.

Dla oddziaªywania odpychaj¡cego (b = � 1) sytuacja jest najbardziej zaskakuj¡ca (rysunek
6.4). Okazuje si¦ bowiem, »e równie» w tym przypadku dynamika mo»e by¢ stabilizowana,
cho¢ mamy do czynienia z odpychaniem. Jak wida¢ na rysunku 6.4 w obszarzeklasycznej
niestabilno±ciistniej¡ rozwi¡zania gaussowskie logarytmicznegorównania Schrödingera.

Ta jako±ciowa analiza wpªywu oddziaªywa« wewn¦trznych na dynamik¦ ukªadu pokazuje,
»enieliniowo±¢w równaniu Schrödingera mo»edramatycznie zmienia¢wªasno±ciukªadu, a od-
pychanie mo»estabilizowa¢ dynamik¦. Te ciekawe wªasno±cinieliniowych równa« Schrödingera
maj¡ szczególneznaczenienp. przy dyskutowaniu wªasno±cikondensatuBosego-Einsteina[25].
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Rysunek 6.3: Wykres przedstawia zale»no±¢parametrów � 1 i � 2 w przypadku przyci¡ gaj¡cego oddziaªywania
nieliniowego. Dla odpowiednio silnego oddziaªywania (ten przypadek) zawsze istniej¡ stabilne rozwi¡zania. Dla
maªych i du»ych pr¦dk o±cik¡to wych istnieje tylko jedno rozwi¡zanie stacjonarne, ale dla po±rednich istniej¡ dwa,
a nawet trzy wspóªistniej¡ce rozwi¡zania. Odpowiednie pary parametrów � oznaczones¡ tym samym stylem linii.
Parametry puªapki: Vx = 2=3 i Vy = 4=3.
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Rysunek 6.4: Wykres przedstawia parametry � 1 i � 2 dla oddziaªywania odpychaj¡cego. Cho¢ jest dodatkowe
odpychanie w ukªadzie, to w porównaniu z przypadkiem braku nieliniowo±ci (rysunek 6.2) zmniejszyª si¦ ob-
szar niestabilno±ci! Jest to bardzo zaskakuj¡ce, gdy» niestabilno±¢ ta jest wywoªana siª¡ od±rodkow¡ - równie»
odpychaj¡c¡. W tym obszarzes¡ dopuszczalnea» dwa niezale»nerozwi¡zania gaussowskie, któryc h parametry
oznaczones¡ tym samym stylem linii. Parametry puªapki: Vx = 2=3 i Vy = 4=3.
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Dodatek A

Wyznaczenie staªych ruchu

W tym dodatku opisany jest sposób znalezieniastaªych ruchu dyskutowanych w punkcie
3.2 z rozdziaªu 2. S¡ one sparametryzowane macierzami Û, T̂ i Ŵ , z czegodwie pierwszes¡
symetryczne. Jak dowodz¦ w punkcie 3.2 macierzete parametryzuj¡ staªe ruchu je±li speªniaj¡
macierzowy ukªad równa« (2.21). Aby znale¹¢ rozwi¡zania tych równa« u»yªem programu do
oblicze« symbolicznych Maple 8 rozpisuj¡c ten ukªad równa« w pewnym wybranym ukªadzie
wspóªrz¦dnych.

1 Przypadek zdegenerowany

Na pocz¡tku przedyskutuj¦ poszukiwanie tych staªych w przypadku zdegenerowanym - gdy
obrót odbywa si¦ wokóª jednej z osi puªapki. Wtedy ruch wzgl¦dem tej osi odseparowuje si¦
i pozostajemy z problemem dwuwymiarowym. Bez zmniejszania ogólno±ciwybieramy ukªad
wspóªrz¦dnych, w którym obrót odbywa si¦ wokóª osi z puªapki i macierz potencjaªu V̂ jest
diagonalna:


̂ =
�

0 � 


 0

�
; V̂ =

�
Vx 0
0 Vy

�
: (A.1)

Macierzeopisuj¡ce kwadratowe staªeruchu parametryzujemy nast¦puj¡co:

Û =
�

Uxx Uxy

Uxy Uyy

�
; T̂ =

�
Txx Txy

Txy Tyy

�
; Ŵ =

�
Wxx Wxy

Wyx Wyy

�
: (A.2)

W takim przypadku ukªad równa« (2.21) jest równowa»ny nast¦puj¡cemu ukªadowi zwykªych
równa« algebraicznych:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 � 2
 0 0 0 � 2Vx 0 0 0
0 0 2
 0 0 0 0 � 2Vy 0 0

 � 
 0 0 0 0 0 0 � Vy � Vx

0 0 0 0 0 � 2
 2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
 0 2 0 0
0 0 0 
 � 
 0 0 0 1 1
1 0 0 � Vx 0 0 0 0 � 
 � 

0 1 0 0 � Vy 0 0 0 
 

0 0 1 0 0 � Vx 
 � 
 0 0
0 0 1 0 0 � Vy 
 � 
 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

Uxx

Uy y

Uxy

Txx

Ty y

Txy

Wxx

Wy y

Wxy

Wy x

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= 0:

65



66 Wyznaczenie staªyc h ruc hu

Zatem w tej reprezentacji staªeruchu s¡ opisanewektorami rozpinaj¡cymi j¡dro wyst¦puj¡cej tu
macierzy. Za pomoc¡ programu Maple 8 ªatwo sprawdzi¢ (komendarank), »ej¡dro tej macierzy
jest dwuwymiarowe, zatem istniej¡ dwie staªe ruchu. S¡ one opisaneza pomoc¡ nast¦puj¡cyc h
wektorów (komendakernel ):

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

Vx

Vy

0
1
1
0
0
0

� 




1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

V 2
x + 
 2(Vy � Vx )

V 2
y + 
 2(Vx � Vy)

0
Vx

Vy

0
0
0

2
 3 � 
(2 Vx + Vy)
� 2
 3 + 
(2 Vy + Vx )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Šatwo mo»na sprawdzi¢, »e te dwie staªe ruchu mo»na sprowadzi¢ do postaci niezale»nejod
naszejparametryzacji i daj¡ si¦ zapisa¢w postaci podanej przez wzory (2.23). S¡ to wªa±nie
szukane staªeruchu.

2 Przypadek ogólny

Przepis szukania staªych ruchu podany w przypadku zdegenerowanym mo»emy równie» za-
stosowa¢ w przypadku ogólnym. Tym razem (obrót nast¦puje wokóª dowolnie zorientowanej
osi) problem jest bardziej skomplikowany, ale równie» daje si¦ do ko«ca rozwi¡za¢. W tym
celu wybieramy naszukªad wspóªrz¦dnych tak, aby pr¦dk o±¢k¡to wa i macierzpotencjaªu miaªy
posta¢:


̂ =

0

@
0 � 
 z 
 y


 z 0 � 
 x

� 
 y 
 x 0

1

A ; V̂ =

0

@
Vx 0 0
0 Vy 0
0 0 Vz

1

A : (A.3)

Macierzeopisuj¡ce staªeruchu parametryzujemy nast¦puj¡co:

Û =

0

@
Uxx Uxy Uxz

Uxy Uyy Uyz

Uxz Uyz Uzz

1

A ; T̂ =

0

@
Txx Txy Txz

Txy Tyy Tyz

Txz Tyz Tzz

1

A ; Ŵ =

0

@
Wxx Wxy Wxz

Wyx Wyy Wyz

Wzx Wzy Wzz

1

A :

(A.4)
W takiej parametryzacji macierzowy ukªad równa« (2.21) jest równowa»ny ukªadowi równa«
(A.5) podanemu na nast¦pnej stronie. W tym przypadku wyst¦puj¡ca tu macierz ma j¡dro
tró jwymiarowe co znaczy, »e wyst¦puj¡ trzy staªe ruchu. Analogicznie jak poprzednio mo»na
znale¹¢baz¦ rozpinaj¡c¡ j¡dro tej macierzy1 i sprowadzi¢do postaci niezale»nejod wyboru bazy
i parametryzacji. Maj¡ one wtedy posta¢zadan¡ przez wzory (2.22).

1Sama posta¢ wektorów jest du»o bardziej skomplikowana, dlatego zrezygnowaªem z ich wypisania.



67

X̂
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= 0 (A.5)
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Dodatek B

Programy do symulowania tra jektorii

Trajektorie z punktu 6. w rozdziale 2. oraz z rozdziaªu 3. symulowaªem na komputerze
za pomoc¡ samodzielnie napisanych programów w j¦zyku Pascal. Poniewa» równania ruchu s¡
liniowe to do caªkowania numerycznegou»yªem najprostszej metody Newtona z odpowiednio
maªym krokiem. Poni»ej prezentuj¦ kody ¹ródªowe tych programów.

1 Dynamik a w dwóch wymiarac h
Kod programu

Program Trajektoria_2D;
uses crt;

const
DT = 0.00001;

(*-- Plik do zapisu danych --*)
plik = 'dane.dat';

(*-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)
Vx = 1;
Vy = 3;
Omega= 2;

(*-- Warunki poczatkowe --*)
x0 = 5;
y0 = 0;
px0 = 0;
py0 = 5;

var
x,y,px,py : real;
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x2,y2,px2,py2 : real;
f : text;

begin
x:=x0; y:=y0; px:=px0; py:=py0;
assign(f,plik);
rewrite(f);
repeat

px2:=px+(-Vx*x+Omega*py)*DT;
py2:=py+(-Vy*y-Omega*px)*DT;
x2:=x+(px+Omega*y)*DT;
y2:=y+(py-Omega*x)*DT;
if ((round(x2*50)<>round(x*50))or

(round(y2*50)<>round(y*50)))
then writeln(f,x2,' ',y2);
x:=x2; y:=y2; px:=px2; py:=py2;

until keypressed;
readkey;
close(f);

end.

2 Dynamik a w trzec h wymiarac h
Kod programu

Program Trajektoria_3D;
uses crt;

const
DT = 0.0001;

(*-- Plik do zapisu danych --*)
plik = 'dane.dat';

(*-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)
Vx = 1;
Vy = 2;
Vz = 3;
Omega= 0;

(*-- Warunki poczatkowe --*)
x0 = 5;
y0 = 0;
z0 = 0;
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Vx0 = 0;
Vy0 = 5;
Vz0 = 0;

var
x,y,z,wx,wy,wz,Ax,Ay,Az : real;
x2,y2,z2 : real;
dVx,dVy,dVz,dx,dy,dz : real;
a,T : real;
f : text;

begin
x:=x0; y:=y0; z:=z0; wx:=Vx0; wy:=Vy0; wz:=Vz0;
x2:=1000; y2:=1000; z2:=1000;
T:=0;
assign(f,plik);
rewrite(f);
repeat

a:=Omega*T;
AX:=-x*cos(a)*cos(a)*Vx-1/2*x*Vy+1/2*x*Vy*cos(a)*cos(a)

-1/2*x*Vz+1/2*x*Vz*cos(a)*cos(a)-1/2*y*sqrt(2)*sin(a)*
cos(a)*Vx+1/4*y*sqrt(2)*sin(a)*cos(a)*Vy+1/4*y*sqrt(2)*
sin(a)*cos(a)*Vz+1/4*y*sqrt(2)*sin(a)*Vy-1/4*y*sqrt(2)*
sin(a)*Vz-1/2*z*sqrt(2)*sin(a)*cos(a)*Vx+1/4*z*sqrt(2)*
sin(a)*cos(a)*Vy+1/4*z*sqrt(2)*sin(a)*cos(a)*Vz-1/4*z*
sqrt(2)*sin(a)*Vy+1/4*z*sqrt(2)*sin(a)*Vz;

AY:=-1/2*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vx+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*
cos(a)*Vy+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vz+1/4*sqrt(2)*x*
sin(a)*Vy-1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*Vz-1/2*y*Vx+1/2*y*Vx*
cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vz*cos(a)*
cos(a)-1/2*y*cos(a)*Vy+1/2*y*cos(a)*Vz-1/4*y*Vy-1/4*y*
Vz-1/2*z*Vx+1/2*z*Vx*cos(a)*cos(a)-1/4*z*Vy*cos(a)*
cos(a)-1/4*z*Vz*cos(a)*cos(a)+1/4*z*Vy+1/4*z*Vz;

AZ:=-1/2*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vx+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*
cos(a)*Vy+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vz-1/4*sqrt(2)*
x*sin(a)*Vy+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*Vz-1/2*y*Vx+1/2*y*Vx*
cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vz*cos(a)*
cos(a)+1/4*y*Vy+1/4*y*Vz-1/2*z*Vx+1/2*z*Vx*cos(a)*
cos(a)-1/4*z*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*z*Vz*cos(a)*cos(a)+
1/2*z*cos(a)*Vy-1/2*z*cos(a)*Vz-1/4*z*Vy-1/4*z*Vz;

dVx:=AX*DT;
dVy:=AY*DT;
dVz:=AZ*DT;
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dx:=wx*DT;
dy:=wy*DT;
dz:=wz*DT;
T:=T+DT;
wx:=wx+dVx;
wy:=wy+dVy;
wz:=wz+dVz;
x:=x+dx;
y:=y+dy;
z:=z+dz;
if ((round(x2*10)<>round(x*10))or

(round(y2*10)<>round(y*10))or
(round(z2*10)<>round(z*10))) then

begin
writeln(f,x,' ',y,' ',z);
x2:=x; y2:=y; z2:=z;

end;
until keypressed;
readkey;
close(f);

end.

3 Dynamik a z uwzgl¦dnieniem grawitacji
Kod programu

Program Trajektoria_Grawit;
uses crt;

const
DT = 0.00001;

(*-- Plik do zapisu danych --*)
plik = 'dane.dat';

(*-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)
Vx = 1;
Vy = 3;
Omega= 2;

(*-- Warunki poczatkowe --*)
x0 = 5;
y0 = 0;
px0 = 0;
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py0 = 5;

(*-- Przyspieszenie grawitacyjne --*)
g = 2;

var
x,y,px,py : real;
x2,y2,px2,py2 : real;
T : real;
f : text;

begin
x:=x0; y:=y0; px:=px0; py:=py0; T:=0;
assign(f,'dane1.txt');
rewrite(f);
repeat

px2:=px+(-Vx*x+Omega*py-g*sin(Omega*T))*DT;
py2:=py+(-Vy*y-Omega*px-g*cos(Omega*T))*DT;
x2:=x+(px+Omega*y)*DT;
y2:=y+(py-Omega*x)*DT;
if ((round(x2*50)<>round(x*50))or

(round(y2*50)<>round(y*50)))
then writeln(f,x2,' ',y2);
x:=x2; y:=y2; px:=px2; py:=py2; T:=T+DT;

until keypressed;
close(f);

end.
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Dodatek C

Twierdzenia matemat yczne

W niniejszym dodatku podaj¦ twierdzeniamatematycznez dowodami, do których odwoªuj¦
si¦ w tek±cie.

1 Macierzo we równanie Riccatiego

De�nicja

Ró»niczkowym macierzowym n-wymiarowym równaniemRiccatiegonazywamy równaniepo-
staci:

dK̂ (t)
dt

= � K̂ 2(t) + K̂ (t) �Ŵ + Ŵ T �K̂ (t) + Û; (C.1)

gdzieŴ i Û s¡ niezale»nymi od czasumacierzamin� n i � niezale»nym od czasuwspóªczynnikiem
liczbowym.

Twierdzenie

K̂ (t) jest rozwi¡zaniem ró»niczkowegomacierzowegorównania Riccatiego(C.1) wtedy i tylko
wtedy gdy istniej¡ macierzeÂ(t) i nieosobliwa B̂ (t) speªniaj¡ce ukªad równa«:

dÂ(t)
dt

= Û �B̂ (t) + Ŵ T �Â(t); (C.2a)

dB̂ (t)
dt

= � � Â(t) � Ŵ �B̂ (t): (C.2b)

i wtedy rozwi¡zanie ma posta¢:

K̂ (t) = Â(t) �B̂ � 1(t): (C.3)
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Do wód

( Zaªó»my, »e istniej¡ macierze Â i B̂ speªniaj¡ce ukªad równa« (C.2). Wykorzystuj¡c
oczywisty fakt, »e:

d
dt

(B̂ � 1) = � B̂ � 1 �
dB̂
dt

�B̂ � 1 (C.4)

i podstawiaj¡c do wzoru (C.3) zaªo»onezale»no±ci(C.2) otrzymujemy:

dK̂ (t)
dt

=
dÂ(t)

dt
�B̂ � 1 � Â �B̂ � 1 �

dB̂ (t)
dt

�B̂ � 1 =

= Û �B̂ �B̂ � 1 + Ŵ T �Â �B̂ � 1 + � Â �B̂ � 1 �Â � B̂ � 1 + Â �B̂ � 1 �Ŵ �B̂ �B̂ � 1 =

= � K̂ 2(t) + K̂ (t) �Ŵ + Ŵ T �K̂ (t) + Û: (C.5)

Zatem tak zde�niowana macierz K̂ speªnia ró»niczkowe macierzowe równanie Riccatiego (C.1).
) Zaªó»my, »e istnieje macierz K̂ (t) speªniaj¡ce ró»niczkowe równanie Riccatiego (C.1).

Zde�niujm y nast¦puj¡ce macierze:

B̂ (t) = T exp
�
�

Z t

0

�
� K̂ (� ) + Ŵ

�
d�

�
; (C.6a)

Â(t) = K̂ (t) �B̂ (t): (C.6b)

Obliczaj¡c pochodne po czasietak zde�niowanych macierzy otrzymujemy:

dB̂ (t)
dt

= � (� K̂ (t) + Ŵ ) �B̂ (t) = � � Â(t) � Ŵ �B̂ (t); (C.7a)

dÂ(t)
dt

=
dK̂ (t)

dt
�B̂ (t) + K̂ (t) �

dB̂ (t)
dt

=

=
�

� K̂ 2(t) + K̂ (t) �Ŵ + Ŵ T �K̂ (t) + Û
�

�B̂ (t) +

� K̂ (t)
�

� K̂ (t) + Ŵ
�

�B̂ (t)

= Û �B̂ (t) + Ŵ T �K̂ (t) �B̂ (t) = Û �B̂ (t) + Ŵ T �Â(t): (C.7b)

Zatem rzeczywi±cietak zde�niowane macierze Â i B̂ speªniaj¡ ukªad równa« (C.2). Rów-
nocze±nierównanie (C.6b) jest równowa»nerównaniu (C.3). Zatem ka»derozwi¡zanie równania
Riccatiego daje si¦ przedstawi¢ w postaci (C.3).

�

Obserw acja

Wybieraj¡c w niniejszych rozwa»aniach � = � i , Û = i V̂ , Ŵ = 
̂ , Â = � i N̂ , B̂ = mD̂
otrzymujemy rozwa»aniapodane w punkcie 1.2 w rozdziale5.
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2 Warto±ci wªasne pewnej macierzy

Twierdzenie

Niech macierzeŴ , Â, B̂ b¦d¡ macierzamirzeczywistymi n � n. Niech Â i B̂ b¦d¡ dodatkowo
macierzamisymetrycznymi. Niech macierz M̂ b¦dzie macierz¡ 2n � 2n postaci:

M̂ =
�

Ŵ Â
B̂ Ŵ T

�
: (C.8)

Wtedy je±li � jest warto±ci¡ wªasn¡ tej macierzy, to � � te» jest jej warto±ci¡ wªasn¡.

Dowód

Zauwa»my, »ezachodzi nast¦puj¡ca transformacja podobie«stwa:

� M̂ T = Ŝ�M̂ �Ŝ� 1; (C.9)

gdzie macierzpodobie«stwa jest postaci ( Î jest macierz¡ jednostkow¡ n � n):

Ŝ =
�

0 Î
� Î 0

�
: (C.10)

Poniewa» macierze poª¡czone transformacj¡ podobie«stwa maj¡ te same warto±ci wªasne, to
je±li � jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy M̂ to jest ona równie» warto±ci¡ wªasn¡ macierzy � M̂ T .
Z drugiej strony operacja transpozycji równie» nie zmienia warto±ci wªasnych. St¡d wynika, »e
� musi by¢ równie» warto±ci¡ wªasn¡ macierzy � M̂ . Jednak macierz przeciwna ma dokªadnie
przeciwnewarto±ci wªasne.Zatem macierz M̂ musi mie¢ równie» warto±¢wªasn¡ � � .

�

Obserw acja

Wybieraj¡c w niniejszych rozwa»aniach Ŵ = 
̂ , Â = 1
m Î , B̂ = � mV̂ otrzymujemy wnioski

podanew punkcie 2 rozdzialu 5.

3 Ukªad równa« (6.20)

W punkcie 3.2. w rozdziale6. wykorzystali±my fakt, »enast¦puj¡cy ukªad równa«:

0 = � 1� 1 + � (� + 
) ; (C.11a)

0 = � 2� 2 + � (� � 
) ; (C.11b)

0 = (� 1 + � 2)� + � (� 1 + � 2) + 
( � 2 � � 1); (C.11c)

0 = � 2 + � 2
1 � � 2 � � 2

1 + 2b� 1 + Vx + 2
 � ; (C.11d)

0 = � 2 + � 2
2 � � 2 � � 2

2 + 2b� 2 + Vy � 2
 � ; (C.11e)

0 = (2b� � 1 � � 2)� + 
( � 2 � � 1) + � (� 1 + � 2) (C.11f)
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ma rozwi¡zania dla puªapki niesymetrycznej (Vx 6= Vy) tylko wtedy, gdy zachodzi zwi¡zek
� 1 = � 2 = � = 0. Udowodnijmy teraz ten fakt.

Po pierwszezauwa»my, »erównania (C.11a), (C.11b) i C.11c) stanowi¡ ukªad trzech równa«
liniowych na parametry � , � 1 i � 2. Šatwo sprawdzi¢, »es¡ one równe:

� =

( � 1 � � 2)

� 1 + � 2
; � 1 = �

2� 

� 1 + � 2

; � 2 =
2� 


� 1 + � 2
: (C.12)

St¡d otrzymujemy natychmiastowy wniosek, »e � 1 + � 2 = 0. Wstawiaj¡c wyliczone wielko±ci
(C.12) do równania (C.11f) otrzymujemy warunek:

�
�
2b� (� 1 + � 2) +

4
 2

� 1 + � 2

�
= 0: (C.13)

Z drugiej strony jednak, odejmuj¡c równanie (C.11e) od równania (C.11d) otrzymujemy:

� � 2
1 + � 2

2 + 2b(� 1 � � 2) + Vx � Vy + 4
 � = 0: (C.14)

Co, po wykorzystaniu wzorów (C.12), prowadzi do zwi¡zku:

(� 1 � � 2)
�
2b� (� 1 + � 2) +

4
 2

� 1 + � 2

�
+ Vx � Vy = 0: (C.15)

St¡d wida¢ natychmiast, »e je±li tylko puªpka jest niesymetryczna,tzn. Vx 6= Vy , to musz¡ by¢
speªnionezawszenast¦puj¡ce nierówno±ci:

� 1 � � 2 6= 0; (C.16a)

2b� (� 1 + � 2) +
4
 2

� 1 + � 2
6= 0: (C.16b)

Nierówno±¢(C.16b) oznaczajednak, »e jedynym sposobem na speªnienierównania (C.13) jest
warunek � = 0. To poci¡ ga za sob¡, ze wzgl¦du na równania (C.12), dodatkowy warunek
� 1 = � 2 = 0.

�
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