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Streszczenie

W pracy przedstaviona jest pe®na analiza klasyczneji kwantowej dynamiki w tré jwymia-
rowej, anizotropowej pu®apce harmonicznej obracgijcej sij wok? osi dowolnie zoriertowanej
wzglidem pu2apki. Sklasy kowane sj obszary dynamicznej stabilno+cii niestablilnoxciuk2adu
oraz przewidzianejest zjawisko rezonansugrawitacyjnego. Zde niowana i przeanalizavana jest
ca®aklasa uk?addw - tzw. uk®addw liniowych i podany jest jednoznaczly przepisna konstrukcj
zupe®negozbioru funkcji falowych dowolnego uk®adu liniowego na podstawie znajomozci wy-
ajcznie klasyczrych trajektorii. Zaproponowvany jest model jako+ciavo opisujjcy oddzia®ywania
w uk2adziei zbadary jest wp?yw tych oddzia?ywa« na dynamik] uk2adu.
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Wstip

Wtedy bowiem sjdzimy, »etmydanj rzecz poznali,
gdy+mywykryli pierwszeprzyczynyi pierwszezasady
a» do ostateeznych elementow.

Arystoteles, Fizyk a

Obrét makroskopowych obiektow kwantowych, takich jak hel w fazie nadciek®ejczy atomy
tworzjce kondensat Bosego-Einsteina,jest 1r6 dem spektakularnych zjawisk, ktérych dog?jbne
zbadanie stoi przed wspo?czesnj zyk j. Dozwiadczalnietakie badania najcz}tciej realizuje si
umieszczgic uk®ad w pudapce magnetooptycznej, ktérj z bardzo dobrym przybli»eniem mo»na
modelova¢ przez obracgicy sij potencja? harmoniczry. Cho¢ powszetinie u»ywa si; takiego
opisu, to dotychczaspe®naanaliza dynamiki w takim potencjale nie by?a dokonana. W pierw-
szymkroku bowiem zawszezak®adasi; [10,11, 12,13, 14], »eobr6t nastjpuje wokd2 wyrd»nionej
osi puapki (skierovanej pionowo). Tym sanmym zagadnieniezostgje sprovadzonedo problemu
dwuwymiarowego znanegow medianice klasycznejod ponad stu lat [4]. Taki dwuwymiarowy
problem zosta®dog?®bnie przestudiovany dla klasycznegogazuw stanie rownowagi [12], zosta?y
znalezionejednoczjstkowe funkcje falowe dla takiego modelu [10, 11], przepronvadzono analiz;
w sformuowaniu hydrodynamiczrym medaniki kwantowej [13] i przeprovadzono pierwszeeks-
perymerty na kondensujjcydh atomacd w takich pu2apkach [14].

Przewidzianeteoretycznie [15], a nast|pnie zaobservawane w dotwiadczeniag [16, 17] tzw.
mody no»yczlowe (ang. scissoranodeg powstajjce w skutek minimalnego odchylenia osiobrotu
od kierunku osi g2éwnej puapki ka»j przypuszcza¢ »edowolno+¢w ustawieniu osi obrotu mox»e
prowadzi¢ do nowych, ciekawych efektdw. Pojawia si} zatem potrzeba pe®negoprzestudiovania
dynamiki w ogoélnym, tré jwymiarowym przypadku, co jest przedmiotem mojej pracy.

Cel pracy

Moja praca ma mie¢ w zamierzeniu charakter przeglidowy i dawa¢ pe?ry opis dynamiki
w obracgjcej sij tré jwymiarowej pu®apce harmonicznej. Wychodzijc od najprostszych w2asno-
+ci uk®daddw harmoniczrych, przez pe?nj analiz} ich klasycznejdynamiki w trzech wymiarach
(réwniex» z uwzglidnieniem zewnltrznego pola grawitacyjnego) pokazuj!, »edyskutowany uk®ad
jest jedynie szczegOlgm przypadkiem szerszejklasy uk®addw - uk®addw liniowych. Nastjpnie
podaj; jednoznacziy przepis (korzystajjc wy?jcznie ze znajomozciklasyczrych trajektorii) na
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konstrukcj; zupe®negouk®adu funkcji falowych opisujjcych dowolny uk2ad liniowy. Ostatnim
krokiem jest uwzglidnienie w opisie oddzia?ywa« wewn|trznych uk®adu realizovane poprzezdo-
danie do réwnania Scdrédingera cz2oru nieliniowego.

W rozdziale 1. przedstawiona jest podstawowa w2asnoxduk®addw harmoniczrych - separo-
walnoz¢ich dynamiki. Okazuje sij, »edla uk®adu wielu cia? oddzia2ujjcych dowolnymi si®ami
wzajemnymi i znajdujjcyc h sij w zewnijtrznym potencjale harmoniczrym dowolnie zale»jcym
od czasudynamik} mo»nazawsze podzieli¢ na dynamik] *rodka masy uk®adu oraz dynamik|
ruchu wzglidnego. Separacjata zacodzi zarGvno w opisie klasyczrym jak i kwantowym, a dy-
namika tradka masy jest w obu przypadkach zgadna z dynamikj pojedynczejklasycznejczjstki
w zadarym potencjale zewnijtrznym [18§].

Pe?ry opis dynamiki klasycznejczjstki w obracgjcym si; jednostgnie, trojwymiarowym
potencjale harmoniczrym przedstawiony jest w rozdziale 2. W odré»nieniu od wszystkich do-
tychczasavych rozwa»a«problem przedyskutavany jest bez nak®adaniadodatkowych warunkéw
na kierunek obrotu. Przy za2o»eniu,»e obroét nastipuje woké? osi, ktéra nie jest rownoleg®ado
jednej z osi g¢dvnych puapki pojawia si; dodatkowy obszar niestabilno+ci- przedzia?cz|sto-
*ciobrotu pu2apki, pomijdzy ktérymi dynamika jest niestabilna [3]. Ta observacja mo»eby¢
istotna dla zyki eksperymertalnej kondensatév Bosego-Einsteina.

Trzecirozdzia® mojej pracy wyrasta z observacji, »eeksperymerty zyczne przeprovadzane
na Ziemi muszj zawszeuwzglidnia¢ istnienie si®y przycij ganiaziemskiego.W wielu przypadkach
to oddzia®ywanie nie ma »adnegoznaczenialub, jak w przypadku drga« obcij»onej spri»yny,
wp2ywa jedynie na po?o»eniepunktu réwnowagi. Jednak w przypadku uk®addwn obracgijcych
si} woké? osi nadhylonej wzglidem pionu ziemskiepole grawitacyjne w uk®adzie spoczywajjcym
pu2apki ma charakter wirujicy i jak zosta?opokazanew rozdziale 3. przy pewnych warunkach
moxe prowadzi¢ do zjawiska rezonansu[l]. Przedstawiona jest pe®na dyskusja tego zjawiska
w wirujjcej, trojwymiarowej puapce harmonicznej.

Uk2ady liniowe, czyli uk®ady, ktérych kanoniczneréwnania ruchu sj réwnaniami ré»niczlo-
wymi liniowymi pierwszegorzidu sj przedmiotem dyskusji rozdzia®u 4. Pokazuj;, »e dysku-
towany dotychczasprzypadek wirujjcej pu®apki harmonicznejjest szczegolnjrealizacjj uk®adu
liniowego. Ma to istotne znaczeniew rozdziale 5., gdzie podaj; pe2ry opis kwantowej dyna-
miki dowolnego uk®adu liniowego. Okazuje si}, »ezupe?ry uk®ad funkcji w2asrych kwantowego
uk®adu liniowego mo»na skonstruowa¢ znajjc jedynie rozwijzania klasyczrych réwna« ruchu
- tzw. mody w?asne Ta observacja oznacza,»e ca®a wiedza na temat dynamiki kwantowej
zawarta jest w klasyczrych trajektoriach w przestrzenifazowej uk®adu.

Rozdzia?6. jest probj uwzglidnienia w opisie oddzia?ywa« wewnitrznych w uk®adzie. Naj-
cz|tciej dokonuje si} tego rozwaxgic nieliniowe réwnanie Grossa-Pitaevskiiego[25]. W mojej
pracy, rezygrujic ziloxciavegoopisu zjawiska, rozwa»amtzw. logarytmiczne réwnanie Schrodin-
gerai pokazujj, »e nieliniowox¢(symulujjca w pewien sposob oddzia?ywanie mijdzy atomowe)
prowadzi do zaskakujjcych wnioskdw [2]. Okazuje si}, »e nawet oddzia®ywanie odpychajjce
w uk?adzie mo»e prowadzi¢ do stabilizacji dynamiki w warunkach, w ktérych dynamika bez
oddzia®ywania jest niestabilna. Dyskusjata, ze wzglidu na konieczno+@rozwijzywania réwna«
nieliniowych, przeprovadzonajest w przypadku pu2apki obracgicej si} woké? jednej z jej osi
g2awnych.

Niektore fragmerty niniejszej pracy zosta?y opublikowane[1, 2, 3].



Rozdzia? 1

Separacja dynamiki oddzia?ujjcego
uk?adu

Zasadniczymcelemmojej pracy magisterskiejjest dog?djbne zbadaniei przedyskutovanie dy-
namiki pojedynczejczjstki umieszczonejv obracgijcej sij puapce harmonicznej. W niniejszym
rozdziale chcia®ym przedstawi¢ argumerty, »e dobre zrozumienie tego problemu ma réwnie»
znaczeniew opisie uk®adu wielu czjstek, zardvno klasyczrych jak i kwantowych, oddziaduji-
cych dowolnymi wzajemnymi sidami. Jest tak bowiem dlatego, »ejexlitylko mamy do czynienia
Z potencja®emharmoniczrym (nawet dowolnie zale»tym od czasu),to dynamika trodka masy
ca®egouk®adu (zardwno klasycznegojak i kwantowego) jest ca®kowicie niezale»nasi! od dyna-
miki wewnitrznej uk®adu i jest taka samajak dynamika pojedynczejklasycznejlub kwantowej
czjstki w takim potencjale. Udowodnienie tego faktu, za[18], jest wdaxnieprzedstavione w tym
rozdziale.

1 Separacja dynamiki klasycznej

Rozwa»any uk®ad N identycznych, klasyczrych punktéw materialnych o masie m oddzia-
aujicych ze sobj sidami dwucia®onvymi, ktére sj izotropowe i jednorodne w przestrzeni. Cady
uk®ad umieszczow jest w pudapce - zewnjtrznym polu harmoniczrym, ktérego parametry mogj
zmienia¢si! w czasie. Hamiltonian takiego uk?adu jest nast!pujicy *:

)(\I paz m )(\I ){\l )(\I
H=' S+ ray ra+ ujrd b ; (1.1)
a=1 m a=1 a=1 b>a

gdzie funkcja U jest potencja®em oddzia®ywania, a macierz ¥ opisuje zewnitrzne pole i jest
symetrycznij, ew. zale»nj od czasumacierzj. Oczywitciepo®o»eniar @ i pjdy p? sj wzajemnie

YIndeksy gérne (z literami z poczijtku alfabetu) numerujj czjstki, a indeksy dolne (z literami ze +rodka
alfabetu) numerujj wspo6?rzidne przestrzenne wektorow.



2 Separacja dynamiki oddzia®ujjcego uk®adu

sprzj»ornymi zmienrymi kanoniczrymi, tzn. spe®nionesj nastjpujice nawiasy Poissona:
frispPg = 5 (1.2a)
fri;rg = fppPg= 0 (1.2b)

Aby uprozci¢naszopis mo»eny przej+¢do uk®adu odniesieniazwijzanego ze +radkiem masy
ca?egouk®adu:

1 X X
R = N ré, P = p?: (1.3)
a=1 a=1
Wtedy wspb®rzidne poszczegdblipch atomdw w tym uk®adzie wyra»gjj sij nastpujjco:
1
R3=r2 R: pa=p? 5P (1.4

W tym miejscu nale»y podkrezli¢, »e taka zamiana zmienrnych nie jest transformacj; kano-
nicznj. Nowe wspérzidne R2 i P 2 nie sj bowiem niezale»nea zwijzane zale»no*ciami:

X X
R2=0; P2=0: (1.5)

a=1 a=1

Ze wzglidu na te zale»noxchawiasy Poissonadla nowych zmienrnych majj posta¢:

LR LR N
fRi;Pig = = fréplg= — i = g (1.6a)
a=1l b=1 a=1 b=1
fRi;Rjg = fPi;Pjg=0; (1.6b)
1 1 X 1
fRi;PPg = fRiplg SfRiPIO= fro;pig Ni=0 (1.6¢c)
b=1
Xl
fPi;R?g = fPi;r2g fP;Rjg=  fplirig+ j =0 (1.6d)
b=1
fRi;R?g = fPi;PPg=0; (1.6e)
fR: PP = fr&PPg fR;;P°g= fri;PPg= frd;p’g Nifri‘"‘;Pjgz
1 X 1
= i ab ﬁ fr,a,pjcg: ij ab ﬁ ”’ (16f)
c=1
fR%RPg = P PPg= 0 (1.69

Z zale»no=c{1.6f) wida¢, »eprzesunijte zmiennedynamiczne(1.4) nie sj dobrymi zmienrymi
kanoniczrymi, gdy» dla ré»nych czjstek (a 6 b) wystipuje nieznikajicy nawias Poissona. Jest
to efekt wspominanej wczezxniejzale»noxcnowych zmienrnych (1.5).

Inaczej jest natomiast ze zmiennymi opisujjcymi dynamik] +radka masyR i P. Z wzordow
(1.6a) i (1.6b) wynika bowiem, »e majj one w2asnox¢zmiennych kanoniczrych. Dodatkowo



znikajjce nawiasy Poissona(1.6c), (1.6d) i (1.6e) oznaczg;j, »esj one ca?kowicie niezale»neod
pozosta?yh stopni swobody uk®adu. Ma zatem senspytanie o hamiltonian i dynamik; opisujjci
+radek masy ca?egouk®adu.

Hamiltonian (1.1) mo»naprzepisa¢do nowych zmiennych wykorzystujjc nastjpujice zwijzki:

_.:
o
<
=
o
1

(R*+R) V¥ (R*+R) =
=1

Q@
1
=
Q@

XN XN
= R2Y) R2+ 2R V R2+ RVR-=
1 a=1 a=1

o))
1

= R2Y R2+ NR ¥ R; (1.7)
X p 2
a2 _— a —
= pa+ _ =
P N

a=1 a=1

= PaZ+ —; (1.8)

X X
U jrd b = U jR* RY : (1.9)

a=1 b>a a=1 b>a

Hamiltonian separujesi; nam formalnie na dwie czjxci, z ktérych jedna jest zwijzana wy-
ajcznie ze zmiennymi opisujjcymi ruch xrodka masy, a druga ze zmienrymi (niekanoniczrymi)
opisujicymi dynamik] wzglidem tradka masy poszczegélych czjstek:

H=Hcm + Hy: (1.10)
Hew = v ™ g g g, (1.11a)
€M7 omN T 2 ’ '
X paz N X
H& = +— R2¥ R2+ U jrR* RY : (1.11b)
. 2m 2 _
a=1 a=1 a=1 b>a

Poniewa» zmiennezradka masy majj znikajjce nawiasy Poissonaz pozostaymizmienrnymi,
to znikajj rownie» nawiasy fRj;H;g= fP;;H,g= 0. Tym sanym ruch trodka masy jest ca2ko-
wicie opisary przez hamiltonian Hcy , ktory jest taki sam jak hamiltonian opisujjcy dynamik]
pojedynczejczjstki o masiemN w zadarym zewn|trznym potencjale harmoniczrym.



4 Separacja dynamiki oddzia®ujjcego uk®adu

2 Separacja dynamiki kwantowej

Analogicznejseparacjimox»eny dokona¢w przypadku kwantowegonierelatywistycznegouk®a-
du N nierozré»nialrych czjstek. Najatwiej to zauwwa»y¢u»ywajic formalizmu drugiej kwanty-
zacji w obrazie Schrédingera, gdzie wszystkie operatory sj niezale»neod czasu. Wprowadzarny
zatem operatory pola b(r) [ by(r) spe@nigjjce odpowiednie relacje (anty)komutacyjne?:

b(r); '0y<r°)I

i h i

h
biry; brd = byr); (r9

gdzie operator liczby czjstek N zde niowany jest nastjpujjco:
Z

N @ 9, (1.12a)

0; (1.12b)

= o (r)br): (1.13)

Kwantowy hamiltonian rozwa»anegauk®adu czjstek zapisujeny w tym formalizmie nast]pu-
jico:

‘o b i, m b
B = Zd; ) +Er\7r (r) +
+ % d*r o) Ou jr 1 brobery; (1.14)

gdzietak jak poprzedniomacierz¥ jest symetrycznai mo»ezale»etod czasu. Mo»na pokazad,
»e dla tak zde niowanego hamiltonianu operator liczby czjstek N jest sta?j ruchu, tzn. jest
przemienry z tym hamiltonianem.

Tak jak zosta®opokazanew pracy [18] rozseparevanie hamiltonianu nast;pi jexli wprowa-
dzimy nowe operatory (odpowiedniki wspédrzjdnych w uk®adzie trodka masy) i wprowadzimy
nowe (przesunijite) wspd3rzidne:

Z
R = 1 & by(ry r b(r); (1.15a)
Nz
b = |: B ryr b(ry; (1.15b)
re = r R; (1.15¢)
~ _ ~ l )
e = o §Ib. (1.15d)

Oprécz tego, »eoperator liczby czjstek \! jest sta?j ruchu, to dodatkowo jest on przemienry
z operatorem po®o»eniatrodka masy R i cadlowitego pidu B. Natomiast operatory R i B
spe?nigj nastipujici relacj; (wynikajici ztego,»e[ri;@]= j):

h |
ﬂ?iﬂbl = i~|‘b ij - (1.16)

27godnie z twierdzeniem o zwijzku spinu zestatystykj komutatory sj w przypadku bozonéw, a antykomutatory
w przypadku fermiondw.




Dodatkowo operatory te komutuj; z operatorami pola w nastjpujicy sposoéb:

hﬂ?;b«)' = %Zdi‘rOhby(r%rOb(r%;b(r)'=

- ézzd%ohbm%;b(r)i 0 b(r9) =

- % Crog @ 00 b0 =
) . rzb(r);h i (1.17a)
Pib(r) = Iizd?’r"hby(r")rro :O(ro);b(r) -

= - Zo|3r° 0Y(r%; B(r) 1 o B(r) =

= I: 3o @¢  r9r o brd=

= i~Nr b(r): (1.17b)

Analogicznie jak w przypadku klasyczrym ka»dj czj+¢ hamiltonianu mo»naformalnie po-
dzieli¢ dwie cz;*ci:
Z Z
d3r BY(r)yr ¥ r b(r)

d3rc by(rc) lc % lc b(rc)+
+ gﬂ? 0 R; (1.18)

Z
& (ryr 2bry = &, o) r 20 +
1
Zz
d®r d3r© by(r)by(rO)U jr rCi b(ro)b(r) =
zZz
= e dr ) ) rduijre 1 B bro): (1.20)

Zatem analogiczniejak dla dynamiki klasycznej(1.10) mo»eny zapisa¢hamiltonian jako:

|'tp = I'bCM + ftP|; (121)
gdzie:
2
ftpCM = Ib— + ﬂﬂ? \Y |Q; (1.22a)
Zml‘@ 2
2y 2
IJ1’| = Zd3£c by(rc) ﬁ"' %rc Vore b(rc)"'
+ 3 Cred>ro e )eOujre 1 brd)bry): (1.22b)



6 Separacja dynamiki oddzia®ujjcego uk®adu

Tak zapisary hamiltonian opisuje dynamik] dwoch uk®addw, z ktérych jeden (ten opisujicy
dynamik; tradka masy) w ogélenie zale»yod dynamiki wewnitrznej uk®adu. Jest tak dlatego,
»eoperatory po?o»eniatradka masy R oraz cazlowitego p!du B komutujj z hamiltonianem H, .
Istotnie, wykorzystujijc relacje (1.16) i (1.17) otrzymujemy:

h i h i h i
Ii?;l-hh' Ib;fb_ h;m’cm_

“p Tpog (1.23a)
h i h i h i m m
Ib;l-hh = Ib;l'b |b;|h’cw|

i~-m2¥ R +i-mN20 R=0  (1.23b)

W tym miejscu nale»y podkrezli¢, »e separacjaruchu xrodka masy zacodzi dla dowolnej
zale»noz*cimacierzy V od czasu.



Rozdzia? 2

Dynamik a czjstki w obracajjce] si,
pu?apce harmonicznej

W tym rozdziale zostanie przedyskutonvana dynamika klasycznejczistki w jednostajnie ob-
racajjcym si} tréjwymiarowym potencjale harmoniczrym. Jak wynika z analizy przedstavionej
w poprzednimrozdziale dok®adnietaka samadynamika opisujeruch +radka masy dowolnej liczby
klasyczrych czjstek oddzia2ujjcych si®ami zale»tymi tylko od odleg®o+cimijdzy nimi, jak row-
nie» ruch +radka masy dowolnego uk®adu kwantowo-medanicznego.

Jest zatem jasne, »e dok®adne zrozumienie dynamiki klasycznej w takim potencjale jest
bardzo wa»new ca?ejanalizie problemu dynamiki uk®adu oddzia?ujjcego, a jak si; okazuje nie
jest ona do ko«caznanaw literaturze (patrz [3]), cho¢by ze wzglidu na uproszczeniagjakich si;
zawszew takiej analizie dokonuje.

Zajmujemy sij dynamikj czjstki w tr6 jwymiarowym dowolnie asymetryczrym potencjale
harmoniczrym, obracgjcym si} woko? ustalonegokierunku w przestrzeni, ale dowolnie zorierto-
wanegowzglidem osig2dvnych pu?apki. Szczegolgm przypadkiem naszejanalizy (ktory rownie»
zostanie przedyskutavany) jest obrét woké? jednej z osi g2éwnych pudapki, ktory jest standar-
dowym podejtciemw dotychczasaevych pracad [4, 5].

1 Uk2ad obracajjcy si

1.1 Réwnania ruchu

Uk®2ad obracgjcy si} nie jest uk®ademinercjalnym. Nie jest zatemw nim spe®nionall zasada
dynamiki. Taki uk®ad jest scharakteryzowany w uk®adzie inercjalnym przez antysymetryczry
tensordrugiegorzjdu zwany pridk oxcij kjto w;j ", Oczywizciepridk ox¢kjto wa (jak ka»dytensor
antysymetryczrny w tré jwymiarowej przestrzeni) jest stowarzyszonaz pewrnym pseudo-vektorem

zwanym wektorem pridk oxcikjto wej poprzezrelacj;:

ERARNTE (2.1)

gdzie ” jest calkowicie antysymetryczrym tensorem Levi-Civity. Czasamiprzydatne jest row-
nie» zapisaniewektora pridk otcikjtowej jako: = n, gdzien jest wektorem jednostkowym
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wskazujicym kierunek osi obrotu, a  jest d2ugozxcij wektora pridk oxcikjto wej.
Pridk ot¢kjto wa pozwala nam przelicza¢ewolucj, dowolnej wielkoxciwektorowej z uk®adu
inercjalnegodo obracgjcego si} zgodnie ze wzorem:

—Uu=—u u (2.2a)

—u=—u u: (2.2b)

Zgodnie z tymi wzorami przekszta®cgj si; wszystkie wielkoxciwektorowe; w szczegolnoxgpo-
ao»eniei jego pochodne. Stosujjc dwukrotnie ten przepis do wektora po2o»eniai wykorzystujic
Il zasad] dynamiki do przytpieszeniamierzonegow uk®adzie inercjalnym otrzymujemy odpo-
wiednik |1 zasadydynamiki w uk2adzie obracgjcym si! zwany wzorem Coriolisat:

1
m

F=p+2"+"?

r: (2.3)
Drugi cz®onpo prawej stronie tego réwnania historycznie nazywa si} przytpieszenientCoriolisa,
a trzeci przyxpieszenienod+radkowym.

1.2 Hamiltonian

Z punktu widzeniateoretycznegojak réwnie» praktycznegowa»nejest, aby znalet¢ hamilto-
nian, ktory prowadzi do wzoru Coriolisa (2.3). Wiemy, »ew uk®adzieinercjalnym do |l zasady
dynamiki prowadzi prosty hamiltonian:

p2

+ V(r;t): (2.4)
Jetlitylko V (r;t) jest energij potencjalnj polasidy, tzn. F = r V(r;t).
Poka»eny teraz, »e do wzoru Coriolisa prowadzi hamiltonian, ktory jest postaci (patrz np.
[5]):
p? A
H(t) = %+r p+ V(r;t): (2.5)

Kanoniczne réwnania Hamiltona dla takiego hamiltonianu majj postac¢:

r = p r; (2.6a)

p = ® p: (2.6b)

10d tej pory kropka b!dzie oznacza®apochodnj po czasiew uk®adzie obracajjcym si!.



Ré»niczkuijjc pierwszeréwnanie, oraz wykorzystujjc réwnanie pierwszei drugie do wyrugowania
pidu kanonicznegootrzymujemy:

po= ! N

= mQ r
1 1A A

= “F = [
m m p r

= iF La mr+m” r Ny
m m - -
1

= —F 2"r "Zr: (2.7)
m

Widzimy zatem, »e aby opisywa¢ pewien uk®ad zadary jakim+ hamiltonianem w uk®adzie obra-
cajicym si! nale»ydo hamiltonianu doda¢ cz?onr " p, ktéry jest sprz!»eniemmomertu p!du
do pridk oxcikjto wej pu?apki:  (r p).

2 Obracajjcy sij potencja® harmoniczn y

Energia potencjalna w tré jwymiarowym potencjale harmoniczrym jest formj kwadratow;i
wychylenia czjstki ze stanu réwnowagi. Je»elitaki potencja®si} obraca,to jedyna zmiana jest
taka, »eowa forma zale»yod czasu. Pozostge jednak nadal formj kwadratow; wychyle«. Zatem
hamiltonian czjstki w obracgjcym si} potencjale harmoniczrym zadary jest nast]pujjco:

H(t) = %+ %r VORE 2.8)

Wida¢, »e znaczenie zyczne ma jedynie cz|+¢ symetryczna macierzy ¥ (t) dlatego od tej pory
bidziemy zak2adali, »e macierzta po prostu jest symetryczna. Aby opisywa®a ona uk®ad har-
moniczry musi by¢ dodatnio-okrexlona,aby hamiltonian mia® minimum i tym sanmym ruch by?
faktycznie harmoniczry.

Aby uprozci¢dalszerozumonanie wygodnie jest opisywa¢ naszuk?ad w uk®adzie wsp62obra-
cajjcym sil z potencja®em,w ktérym potencja? nie zale»yod czasu. Zgodnie z argumertami
przedstavionymi w podrozdziale (1.2) hamiltonian w tym uk®adzie ma posta¢:

_P A ,m .
H=Z2_+r p+3r0r. (2.9)
Hamiltonian ten ju» nie zale»yod czasu,bo jedyna taka zale»noxby2a w potencjale, ktéry sil
obraca?.

Dodatkowo w tym uk®adzie mo»eny wybra¢ uk®ad wspd@rzijdnych w ten sposéb, aby ma-
cierz potencja?u ¥ by2a diagonalna (jest bowiem macierz; symetrycznj). Pr!dk o+¢kitowa jest
oczywitcienadal macierzj antysymetrycznj. Sparametryzujmy macierz potencja®u i pridk ox¢
kitow; nastjpujjco:

0 1 0 1
V, 0 0 0 :

X
V=@0 Vv, 0A; n-@ 0 A (2.10)
0 0 V, y X 0
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Kanoniczne réwnania ruchu zadaneprzez hamiltonian (2.9) majj posta¢:

1 A

r Ep r; (2.11a)

N

p = mVr p: (2.11b)

3 Sta2e ruchu

Z punktu widzeniaprostoty opisuruchu, jak rownie»wiedzy na temat samejdynamiki wa»ne
jest aby zna¢ sta®e ruchu wystipujjce w problemie. Znajomozx¢bowiem sta®ych ruchu zdradza
nam nie tylko jak w prosty spos6b mo»nadynamik; sdarakteryzowa¢, ale rownie» mowi nam
0 symetriach uk®adu. Dlatego teraz zajm} si! problemem istnienia sta®ych ruchu w naszym
ukdadzie.

3.1 Linio we sta®e ruchu

Na poczjtek spravdimy, czy w naszymuk®adziewyst!puj; staeruchu liniowe w po2o»eniah
i pidach. Najbardziej ogélnataka sta®a ruchu musi by¢ postaci:

C= r+ p; (2.12)
gdziewektory i sj pewrymi parametrami charakteryzujjcymi naszj wielkox¢.Ré»niczkujic
ti wielkox¢po czasiei wykorzystujjc réwnania ruchu (2.11) otrzymujemy:

0=C = r p=

>

+
1
—p roo+ mV r p =

N

= mvV r+ + p: (2.13)

1
m
>idanie, aby wielkox¢C by2a sta?j ruchu jest zatem rownowa»nez »jdaniem, aby by2 spe@niory
poni»szyuk3ad rowna« na parametry i

o= " mY : (2.14a)
0= ~ +21. (2.14b)
m

Wyznaczgijc z réwnania (2.14b) wielkot¢ i wstawiajjc do réwnania (2.14a) otrzymujemy
natychmiast réwnanie:

249 =0 (2.15)

Réwnanieto w ogdlnotcinie mo»eby¢ spenione(pozatrywialn ym przypadkiem = 0). Jednak
wyst'pujica tu macierz "2+ ¥ dla pewnych wartoxci pridk o+cikitowej  jest zdegenerwana.
Istotnie, w naszejparametryzacji ma ona posta¢:
0
Vx )2/ % X Yy X z
2y =@ vy 2 2 y z A (2.16)

2
X z y z V; X y

N
x
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Degeneracjawystipuje gdy pridk ox¢kjto wa pu?apki zeruje wyznacznik tej macierzy tzn. gdy
spe?nionejest réwnanie dwukwadratowe:

0=Det "2+V = 2 Tr(V) 2 n¥n+ 2nV2n + Det(V): (2.17)

Warunek ten wyznaczanam dwie charakterystycznecz|sto£ciw naszymproblemie danewzorem:
s

— P _—

b P 4dac

2a '

(2.18)

gdziea=n ¥ n; b=Tr(Mn ¥ n  n V2 nic= Det(V). Poniewa» parametry a, bi ¢ sj
dodatnie to wyznaczonew ten sposobcz|sto+cisj rzeczywiste.
Jak si} oka»ew podrozdziale (5.1) pomijdzy tymi czjstoxciamile»y tzw. pierwszy obszar

niestabilnoxci, w ktérym uk2ad ma niestabilne rozwijzania, a wyznaczonetutaj cz|stotci
wyznaczgj takie prjdk oxciobrotu pu2apki, dla ktérych dodatkowa sta®a ruchu zwijzana jest
z pojawiajjcj si; wtedy swobodnj dynamik;.
3.2 Kwadrato we sta®e ruchu

Podobnj analizj mo»eny przeprowvadzi¢ dla wielkoci, ktére sij kwadratowymi formami po-
ao»e«i pjdéw. Najogdlniejszj postac¢takiej wielkotcimo»nazapisa¢nast|pujjco:

C=%r0r+r\f\\lp+%pfp; (2.19)

gdzie macierze), W i T sj parametrami charakteryzujjcymi naszj zachowan; wielko+¢. Bez
zmniejszania ogélno+cimo»eny przyji¢, »e macierze T i O sj symetryczne, gdy» ich cz'+ci
antysymetrycznenie wnoszj »adnegowk®adu do wielko+ciC. Postjpujic analogiczniejak w po-
przednim przypadku obliczamy pochodnj tej wielkoxcipo czasiei wykorzystujemy réwnania
ruchu (2.11) otrzymuijjc:

0= C = mr_L’)r+r_\f\\/p+r\7\\/p_+%p_T\P:
- %p "t mOr+Wp +
+ r\f\\/+%p1‘\ mOrr] Aip=
=mr "0 WV r+r "W +0 VT p+

1 A
+p w " p: (2.20)
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>ida jic zatem, aby wielko+¢C by2a sta?aw czasieotrzymujemy uk2ad réwna«?:

h

o= N0 WY VOWT; (2.21a)
e

0 = '\;\f\\ll +0 ¥ T (2.21b)
h i

o= T +W+WT: (2.21¢)

Jest to ukqad réwnax liniowych na macierze 0, T i W. Rozwijzanie takiego uk3adu nie jest
trudne koncepyjnie, ale »mudne. Dlatego do jego rozwijzania u»y?em programu do oblicze«
symbolicznych Maple 8. Szczeg6édwy sposob rozwijzywania tego uk®adu przedstawiony jest
w dodatku A. Tutaj podam tylko wynik tej analizy.

Okazuje sij, »e ten uk?ad rowna« mox»na spe®ni¢ na trzy niezale»nesposoly, a macierze
opisujjce naszesta?e ruchu mo»nawyrazi¢ w sposob niezale»ly ani od ich parametryzacji ani
od wyboru uk®adu wspo?rzjdnych:

1. sta?a zeravegorzidu® - hamiltonian

S
a=_0 \/ (2.22a)
LW A

Oczywizcietakiego wyniku nale»a2osi! spodziewa¢, gdy» w uk®adzie obracgjcym si} ha-
miltonian nie zale»yod czasui tym sanym jest sta?; ruchu.

2. sta®a pierwszegorzjdu

8 p 2 g g
G= 0 = 92 ¢ "2 "z2q9g """ (2.22b)
W o= M"Y +20 N N3

3. sta®adrugiegorzidu

S f s 30244720440 72470 Nrg 204
13Tr(0)( 20 "2

0 = 303 20 " 2™V +3"2¢ "2 27 ¢4
G = W2 "2 329z 3M gzt gf "2 eV MV A (2.22¢)
6"V "V 5 202+ 13Tr(V "2V
W 25 20 "3+ 2M3 0+ 7729 M+ 4" N "2+
+3"V02+60 "0 +602"
2wykorzystujemy fakt, »e dla wielko*cistojicych pomi'dzy dwoma po2o»eniamilub dwoma p!dami istotne

sj tylko ich czjtci symetryczne.
3Rz!dem sta®ej ruchu okrexlamy wymiar macierzy T w jednostkach kwadratu cz!stoxci.
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Istnienie trzech sta?ych ruchu kwadratowych w po2o»eniab i pjdach nie powinno nas dzi-
wi¢. Naszuk?ad jest bowiem kanonicznieréwnowaxry uk?adowi trzech niezale»iych oscylatoréw
harmoniczrych, ktérych struktura jest zaprezemowana w dalszejanalizie. Tym samym mamy
tak naprawd] trzy hamiltoniany jednowymiarowych oscylatordw i ka»dy z nich jest sta?; ruchu
w naszym problemie. Transformacja kanoniczna2jczijca nasz uk®ad ze wspomnianym uk®a-
dem niezale»ych oscylatordw jest liniowa. Znalezieniejednak jej jawnej postaci z praktycznego
punktu widzenia jest niewykonalne. Znajomoz=¢trzech sta®ych ruchu w naszym problemie daje
natomiast pe?n;j informacj; o zadhowanych wielkoxciat, a nieznanehamiltoniany sj nadal nie-
znanj kombinacjj liniow;j tych sta®ych.

Przypadek zdegenerowany

Jezliwektor pridk otcikjtowej puapki jest rownoleg?y do jednej z jej osi g¢Gvnych wyzna-
czone powy»ej sta?e ruchu stajj si} liniowo zale»ne. Jest tak dlatego, ze ruch w kierunku osi
obrotu ca?kowicie si; wtedy oddzielaod reszty dynamiki i energiadrga«w tym kierunku staje si;
jednj zesta®ych ruchu. Wtedy pozostgemy z problememdwuwymiarowej puapki harmonicznej
obracgicej si} woké? osi prostopaddejdo p?aszczyzy pudapki. Uk?ad taki ma dwie sta®e ruchu
kwadratowe w pjdach i po?o»eniah okrexloneprzez uk®ad rowna« (2.21). Majj one postad¢:

1. sta®azeravegorzidu - hamiltonian

Sfo= o
QI. = \/\\/ = N (223a)
0 =V

Oczywizciehamiltonian ca®?egouk®adu nadal matj samj posta¢,z tym »eprjdk ox¢kjto wa
" jest teraz macierzj dwuwymiarow;j postaci:
A_ O
B 0

Warto zauva»yCju» w tym miejscu, »ez tego powodu przypadek dwuwymiarowy jest du»o
aatwiejszy do rozpatrywania od przypadku ogélnego- tré jwymiarowego. W tym przypadku
bowiem kwadrat prldk otcikjto wej jest macierzj proporcjonalnj do macierzyjednostkowej
i tym sanmym jest przemienry ze wszystkimi innymi macierzami.

2. sta?a pierwszegorzidu

8+ -9
G=_ W Ay + 0 N4 2”3 (2.23b)
L = 0249tz Mg A

4 Rozwijzanie poprzez mody w2asne

4.1 RoOwnanie charakteryst yczne

Réwnaniaruchu (2.11) sj réwnaniami liniowymi. Dlatego naturalnj drogj ich rozwijzywania
jest poszukiwanie rozwijza« w postacitzw. moddéw w2asrych. W tym celu zapisujeny réwnania
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ruchu w postaci: I
d r(t) _ "

atopt) - m¥ (2.24)

r(t)
p(t)
nia i pjdu. Rozwijzania liniowegoréwnania ruchu (2.24) poszukujeny w postaci modu w2asnego
- rozwijzania oscylacyjnegoo cz|stozci! :

i wprowadzany nowy, szexciawymiarowy wektor R (t) = zbudowany z wektorow po2o»e-

R(t)= Roe't: (2.25)

Po wstawieniu do (2.24) otrzymujemy uk®ad réwna« liniowych jednorodnych, ktéry musi spenia¢
amplituda R o: !
S ip

mY o
W ten sposob dostajemy warunek jaki musi spe@nia¢ cz|sto£¢ w2asnamodu ! , bowiem nie-
trywialne rozwijzanie tego réwnania istnieje tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy mno»jcej
amplitud; R o znika. Dostajemy zatem charakterystyczneréwnanie na cz|stoxciw®asnew zale»-
noxciod parametrow pu2apki, kierunku jej obrotu, oraz pridk otcikjto wej obrotu. Jak zosta?o
pokazanew [18] ma ono postad¢:

Ro= O (2.26)

1+ Al4+ BI2+C=0; (2.27)

gdzie parametry réwnania dane sj wzorami [18]:

A= 22 Tr(¥); (2.28a)
h i
B = 4+ 231¥9n Tr(¥) + Tr(V)? zTr(OZ); (2.28b)
h i
C = fnVn+ 2TrMNVn n¥?n  Det(V): (2.28¢)

Wida¢, »eréwnanie charakterystycznejest funkcjj kwadratu pridk oxcikito wej pu2apki. To ozna-
cza, »ecz|stoxcicharakterystyczne,tak jak nale»ysi; spodziewa¢, nie zale»jod znaku pridk o+ci
obrotu . RAwnanie(2.27) jest w istocie rownaniemtrzeciegostopnia na kwadraty cz|stotciw?a-
snych poszczegdlpch modow = | 2. Warto réwnie» zauva»y¢,»e réwnanie charakterystyczne
w tej parametryzacji w ogolenie zale»yod masy czjstki.

Cz|jstoxciw?asnezale»j od ré»nych parametréw, ktore mo»eny (przynajmniej teoretycznie)
kontrolowa¢ w doxwiadczeniu:kierunek i pridk oxciobrotu pu2apki i jej warto+ci w2asne. Jezli
mamy do czynienia z puapk; o ustalonych wartoxciad w2asrych i ustalony jest kierunek jej
obrotu to jedynym parametrem, ktéry mox»eny zmienia¢ jest pridk ox¢obrotu . W takiej
sytuacji réwnanie charakterystyczne

Q(; ) = 3+ A®; ;n) 2+B(; ;n) +c®; :n) (2.29)

de niuje nam pewnj krzywj nap?aszczy'nie i pozwalagra cznie odczytywa¢wartotciw?asne
drgajjcego uk?adu (Rys.2.1).
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Rysunek 2.1: Krzyw a zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dlapo_uaapki Vi =1L, Vy=2iV,=3
oraz kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy ny = ny = n, = 1= 3. Linie przerywane ograniczajj
pierwszy obszar niestabilno+ci, w ktérym kwadrat jednej pary cz|stotci w2asnych staje sij ujemny. Natomiast
pomijdzy kropkowanymi liniami znajduje sij drugi obszar niestabilnozci, gdzie istnieje tylko jedno rzeczywiste
rozwijzanie réwnania charakterystycznego.

5 Stabilnox¢ ruchu

Uk2ad harmoniczry bjdziemy nazywamy stabilnym, gdy wszystkie jego mody w2asne(2.25)
bidj mia?y rzeczywistecz|stotciw?asne.Jestto bowiem warunek konieczry, aby drgania uk®adu
by2y ograniczone.Uk?ad bjdzie zatem stabilny dla tych pridk oxciobrotu pu2apki , dla ktérych
wszystkietrzy pierwiastki wielomianu (2.29) bidj rzeczywistei dodatnie.

Jak wida¢ na rys. 2.1 mo»esi} zdarzy¢, »eistnieje taki przedzia?prjdk oxciobrotu , dla
ktorego dwie przeciwne czjstoxci w3asnes;j urojone (ich kwadrat jest ujemny). To oznacza,
»eamplituda takich moddw zmienia si} wyk®adniczow czasie- dla jednegomodu narasta, dla
drugiego wygasa. Poniewa» rozwijzanie (po2o»eniei pid w funkcji czasu) musi by¢ wielkozcij
rzeczywistj to jest ono kombinacjj liniow;j tych dwdch rozwijza« (»adnez nich nie jest rzeczy-
wiste) i w zwijzku z tym uk®ad bjdzie niestabilny. Zakrestych prijdk otciobrotu, dla ktérych
zadhodzi taka sytuacja nazywamy pierwszym obszaremniestabilnozci

W ogolno+cimo»eny mie¢ rownie» do czynienia z drugim obszaremniestabilnoxci Wida¢

bowiem na rysunku 2.1, »e (przynajmniej dla tej konkretnej sytuacji) istnieje taki przedzia®
pridk otciobrotu, dla ktérego istnieje tylko jedno rzeczywisterozwijzanie réwnania charaktery-
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stycznego(2.29). Dwa pozosta2es; zesmlonei sprzi»onedo siebie*. W tym przypadku mamy
do czynienia z innym typem niestabilnotci- wystjpujj oscylacje, ktérych amplituda narasta
z czasem.

Warto réwnie» zauva»y¢w tym miejscu, »edla odpowiednio du»ejprjdk otciobrotu pu2apki
uk®ad zawsze bjdzie stabilny. Jest to powszetinie znary efekt stabilizujjcych w2asnozcisidy
Coriolisa, ktérego najtmielsz; realizacjj jest tzw. pu2apka Paula®.

Dok2adnezbadaniewyst;p owania obszardv niestabilnozcijest przedmiotem dalszejdyskus;ji.

5.1 Pierwszy obszar niestabilnozci

Z pierwszym obszaremniestabilnotcimamy do czynienia, gdy jedno z rozwijza« réwna-
nia charakterystycznego(2.29) jest ujemne. Obszar ten zaczynasi; i ko«czy zatem dla takiej
pridk otciobrotu, przy ktérej jedna z czjstotci wdasrych si; zeruje. lloczyn wszystkich trzech
kwadratow cz|stoxciw?asrych jest dany przezwyraz wolny réwnania charakterystycznegowzijt y
z minusem C(¥; ;n). Jeston wielomianem dwukwadratowym w pridk oxcikjto wej pudapki

121212= 40 ¥n 2(Tr((Mn ¥ n n ¥2n)+ Det(V): (2.30)
Zatem pierwszyobszarniestabilno+ciznajduje sij pomijdzy miejscamizeravymi tegowielomianu
ze wzglidu na pridk ox¢kjtowj pu2apki. Wielomian ten ma miejscazerowne jexli wyro»nik tego
rownania  jest nieujemry (jezli jest rowny O to nie istnieje obszar,w ktorym cz|sto+¢w?asna
jest urojona). Pokax»my, »ewyrd»nik ten nigdy nie jest ujemny. W tym celu, bez zmniejszania
ogolnoxciwywodu, przejdimy do uk®adu wspbdrzidnych, w ktérym pu2apka jest diagonalna,a jej
wartotciw?asnespe®nigjj zwijzek Vi, Vy Vi rozpiszny ten wyro»nik w tym uk®adzie.
(Tr(M)n ¥'n n ¥2n)? 4Det(V)n ¥ n =
= (Ve Vy+ Vo)(n2V+ n2Vy + n2V,)  n2V2 V2 n2v2 e+
I,V Vo (NZVy + N2V, + n3V,) =
= V(W + Vo) + 2V (Vi + Vo) + n2V, (Vi + V) 2+
AV Vy Vo (NEVy + NZVy + n2V,) =
2
= nEVe(Vz V) + ndVy (Ve Vi) + ndV(Vk V) T+
+Vy Vo (Vo ynZng + Vo Vng  VienZV; + Vo VinZng + VyVny +
VendVy + ngVi2+ ViZninZ  nZV2+ ViZnZnZ + VynZVing +
2 .2
y 'z 7

+VX2n§n)2<) = Wykorzystujemy: n)2< = n n

2
= nEVe(Vz V) + ndVy(V: Vi) + naVo(Ve V) T+
+4ninZVy Vo (V. V)(Vy W) 0 (2.31)

Widzimy, »e wyro»nik jest sumj dwdch nieujemnych wyra»e«, zatem naszetwierdzenie jest
prawdziwe.

“Rozwijzania sj sprz!»one, bo wspé®czynniki réwnania charakterystycznegosj rzeczywiste.
SPaul za swoj pomys? putapkowania jonéw otrzyma? w 1989 Nagrod! Nobla z zyki.
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Warto zauwwa»y¢, »e wyro»nik ten mo»esij zerava¢ w pewnych warunkach i tym sanym
pierwszy obszarniestabilnozcinie bjdzie wyst|p owa®. Mox»eto zadodzi¢ w dwdch przypadkadh:

1. Pu@apka jest czj+ciawo symetryczna:
jexliVy = V; to:
= r‘>2<V2(Vz Vy) + nsz(Vz Vy) = Vo (V. V)1 n§)1

Zatem wyré»nik ten znika jexlimamy obrot woko? trzeciej osi g#ownej pu?apkiny = 1
(sytuacja zaprezemowana na rysunku 2.2) lub gdy pu?apka jest ca?kowicie syme-
tryczna, tzn. Vy = Vy = V.

jexliVy = Vi lub Vy = V; to otrzymujemy analogicznewarunki obrotu woké? trzeciej
osi g2awvnej, odpowiednion, = 1 lub ny = 1.

2. jetlikierunek obrotu nie ma sk®dawvej ny lub n,:®

jexliny = Oto:

[n>2<Vx(Vz W)+ (1 n>2<)Vz(Vx Vy)]2:
[n>2<Vy(Vz Vi) Vz(Vy Vi)l%:

Wida¢ zatem, »ewyrd»nik znika jexli:

VZ(Vy Vx).

n2= 2y X 2.32a

X Vy(VZ V)() ( )
Ve (VW)

nZ= X"z /. 2.32b

2VHVARVS (2.320)

Wielko+ci te automatycznie spe?nigjj warunki n2 + n2 = 1 orazn2 1 dla do-
wolnych warto+ci w2asrych macierzy V spe?nigjjcych wcze+niejwymagary warunek
Ve Vy Vi Przy tym warto zwrdci¢ uwag;j, »eny = 1 zadodzi tylko dla Vy = V;,
an; = 1tylkodla Vy = Vy.

Ten przypadek jest bardzo ciekawy, a zauwa»ory dopierow naszejpracy [1]. Znikanie
bowiem pierwszegoobszaru niestabilnotcizadodzi dla dowolnie asymetrycznejpu-
aapki harmonicznejjetlitylko odpowiednio wybierze sij kierunek osijej obrotu. Taka
sytuacja jest zilustrowana na rysunku 2.3.

jexlin, = 0 to:

M2V (V, W)+ (1 n2Vy(V, Vi) =
N2V, (Vx  VY) + Vy(V, V)2

i warunek znikania wyrd»nika
Vy(VZ Vx)
Vz(Vy Vx)

spe?niawarunek ny 1 tylkow trywialnej sytuacjach Vi = Vy = V; (i wtedy ny = 0)
oraz Vy = V, (wtedy ny = 1).

n2 = (2.33)

®Taki warunek daje mo»liwox¢wyzerowania drugiego czoru wyré»nika (2.31).
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Rysunek 2.2: Krzyw a zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla puapki Vx = V, = 2 oraz Vy = 3.
Obrét nastjpuje woké2 osi Y puapki, tzn. wektor obrotu jest zadany przezny = 1, nx = n, = 0. W takim
przypadku zeruje sij wyré»nik (1) i pierwszy obszar niestabilnozci nie wyst|puje.

5.2 Punkt y o podwy»szonej symetrii

Warto zauwa»y¢, »e warunek wyst}p owania dodatkowe]j sta?ej ruchu (2.17) liniowej w po-
do»eniab i pjdach jest rownowax»ry zerovaniu si} jednej z czlstoxci w2asrych, co wynika ze
wzoru (2.30). Tym sanmym dyskutowane wczezniejdodatkowe symetrie zwijzane z dodatkow;
sta?j ruchu pojawiajj si} dla tych pridk otciobrotu pu®apki, ktére ograniczgj pierwszy obszar
niestabilnozci. Dlatego punkty te nazywamy punktami podwy»szonejsymetrii.

Pojawienie si; dodatkowej sta?ejruchu jest oczywitciezwijzane z dodatkow; symetrij hamil-
tonianu. Aby pokazatistnienie tej sta®ejw naturalny sposébnale»a®oly wykona¢transformacje
kanonicznj do zmiennych opisujjcych poszczegélnenody. W takich zmiennych czj+¢ opisujjca
mod o zerowvej czjstotcimia®aby tylko czjx¢swobodnj Hg = %

Stosunkowo 2atwo mox»na poda¢ takj transformacj; w przypadku zdegenerawanym - gdy
obrét puapki odbywa sij woké? jednej z osi g2dwnych. Bez zmniegjszaniaogélnoicimo»eny
przyji¢ wtedy, »e obrét nastjpuje woko? osi z z pridk oxcij kitowj = Vy, dla ktérej mamy do
czynienia z punktem o podwy»szonejsymetrii. Hamiltonian takiego uk®adu ma wtedy posta¢
(dla uproszczeniam = 1):

2
p_2)2(+ By P + Vix® + Wyy? + V;22

p
2 2 2 2 5+ Wx(xpy yp): (2.34)



19

s

Rysunek 2.3: Krzyw a zadanaprzez wielomian charaktery?;)_/czny (2.29) dla puapki Vx = 1,V = 2iV, = 3oraz
kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy ny = = 3=2, ny = 0, n, = 1=2. Taki kierunek obrotu spe?®nia
warunki zerovania wyro»nika (2.32). Jak wida¢ w tym przypadku nie wystlpuje pierwszy obszar niestabilnozci
nawet dla puapki asymetrycznej.

Nowe zmiennekanoniczne, ktére rozseparovujj taki hamiltonian maj; posta¢:

1 h p_ |
Ry = Sp AR (\x + V)X 2 Vypy (2.35a)
1 h p__ |
Ro = 3V + Vy Mex Wly 2 b (2350
P, = py+ P Vo X; (2.35d)
Rs; = z (2.35€)
Ps = pz (2.35f)

Satwo sprawdzi¢, »e jest to transformacja kanoniczna. Istotnie, mamy bowiem nast!pujice
nawiasy Poissona:

s
1 Vy Vi
fR1;Pig = P Y X (Ve + W+ 2V) = 1 2.36a
119 TR VY, V) 3% Vy( ot Vyr 2% (2.362)
1
fRZ, PZg W(ZVX + VX + Vy) = 1, (236b)
X y
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4+ -

Rysunek 2.4: Krzyw a zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla puapki Vx = 1, Vy = 3i V, = 4
w przypadku gdy obrét nastpuje wokéajednejﬁgi pu®apki nx 3 nz; = 0iny = 1. Pierwszy obszar niestabilnozci
jest ograniczony wtedy przez cz;stoxci = Voraz + = V,. Jesttak zawsze dla obrotow woké? jednej
z osi. W ogdlnozciszerolot¢pierwszegoobszaru niestabilnotci zale»y réwnie» od kierunku obrotu.

fR1;P2g = fR2;P1g=0; 0 0 (2.36¢)
C BRI ) 3V, + V,
) _ Vy W, P— P—
fPiPg = vy( Ve + V) =0 (2.36¢€)

W tych nowych zmiennych kanoniczrych hamiltonian (2.34) ma posta¢:

2 2 2
P_l + P_2 + P_3+ MR2+ &R%: (2.37)

H=5*57+3 2 275

Widzimy zatem, »edynamikebopisanazmienrymi (R1,P1) jest dynamikj swobodnj, a mod uzu-
pe?nigjicy drga z czistotcij  3Vy + Vy, a dodatkow; sta?j ruchu liniowj w pjdach (zgodnie z
rozumowaniem w punkcie 3.1.) jest po prostu kanoniczry pid Pj.

5.3 Drugi obszar niestabilnozxci

Drugi obszar niestabilnozcicharakteryzuje sij tym, »eistnieje tylko jeden rzeczywisly pier-
wiastek wielomianu charakterystycznego (2.29). Dwa pozosta®esi zesmlone i sprzj»one do
siebie.
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Rysunek 2.5: Krzyw a zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla puapki Vx = 1, Vy = 2i V, = 3
przy minimalnym odchyleniu osi obrotu od osi pu?apki, tzn. ny = sin(1=20), ny = 0i n, = cog1=20). Wida¢, »e
natychmiast pojawi2 sij drugi obszar niestabilnoxci (pomijdzy przerywanymi liniami).

Na poczjtek udowodnijmy nastjpujice proste stwierdzenie: jexli obrot puapki nastjpuje
woké? jednej z jej osi g2dwnych, to drugi obszarniestabilnotcinie wystipuje. Istotnie, za®0»ny
bez zmniejszania ogdlnoz+ci,»e obrét nastjpuje woké? osi z, tzn. w uk®adzie wspdrz;dnych,
w ktérym macierz potencja®u jest diagonalna kierunek obrotu jest zadary przezn = (0;0; 1).
Wtedy wielomian charakterystyczny natychmiast si} faktoryzuje do postaci:

Q)= 2 @ 2+Ve+Vy)+ b A+ )+ WYy (V) (2.38)

To co wida¢ od razu, to fakt, »e dynamika wzd2u» kierunku obrotu jest ca?kowicie niezale»na
od pozosta?yd stopni swobody, jak rownie» od pridk otciobrotu. Jestto oczywiste, gdy» obrot
mox»ezmienia¢ dynamik] tylko w p2aszczy*nieprostopad?®ejdo kierunku obrotu. Pozostgemy
wilc w zasadziez problemem dwuwymiarowym.

Rownanie kwadratowe na kwadraty cz;stotciw?asrych, ktére opisuje dynamik} w kierunku
prostopad®ym do osi obrotu ma rzeczywiste pierwiastki jexli tylko nastjpujicy wyro»nik jest
nieujemny:

- (2 2+ Vi + Vy)2 4( 4 2(Vx + W) + W V) =
8 2(W+ V) + (W% W)? O (2.39)

Zatem faktycznie, dla obrotu woko6? jednej z osi g2dwnych pu2apki drugi obszarniestabilnozcinie
wystipuje.

Jezlitylko o+obrotu jest odchylona od kierunku osi g2éwnej (nawet minimalnie) natychmiast
pojawia si} drugi obszarniestabilnoci. Takj sytuacj; ilustruje rysunek 2.5.
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Rysunek 2.6: Szerolo+¢drugiego obszaru niestabilnoxci w funkcji kierunku osi obrotu dla puapki Vx = 1,
Vy = 21V, = 3. Kierunek osi obrotu okrexlory przezkjty i zwijzkami ny = sin( )coy ), ny = sin( ) sin( )
i n, = cos(). Wida¢, »edrugi obszar niestabilnotci nie wystipuje tylko, gdy obrét nastjpuje wzgljdem osi
g2dwnej pudapki.

Warunkiem istnienia drugiegoobszaruniestabilnozcijest istnienie pierwiastkéw podwojnych
wielomianu charakterystycznego (2.29) dla dwoch ré»nych pridk otciobrotu puapki. Wtedy
bowiem drugi obszarniestabilnozci(jak wida¢ cho¢hy z rysunku 2.1) znajduje si; mildzy tymi
pridk otciami. Jak wiadomo z elemenarnej algebry istnieje algorytm pozwalajjcy sprawvdza¢
istnienie miejsc zeravych wielomiandw trzeciegostopnia (jakim jest (2.29)). Trzebabada¢w tym
celu wyré»nik wielomianu trzeciegostopnia postaci:

A3 AB C 2 3 A2°
> ?+§ + —g : (2.40)

3=

Satwo si! przekona¢, »e wyré»nik ten jest jednak wielomianem pijtego stopnia w kwadracie
pridk oxciobrotu pu?apki i jedynie analiza numerycznazagadnieniajest mo»lina.

Dobrym parametrem charakteryzujjcym drugi obszarniestabilnozcijest jegoszerolo+¢ ktor;j
de niujemy jako ré»nic| kwadratow pridk otciobrotu pu2apki ograniczgjcych ten obszar,tzn.:
= 2 § (linie kropkowane na rysunku 2.1). Dla ustalonej puapki mo»nabada¢ zale»no+¢
pomiidzy szerolotcij obszaru , a kierunkiem osi obrotu (rysunek 2.6). Z takiej analizy, ktéra
oczywizcienie jest +cistfymdowodem matematycznym, wynika, »e drugi obszar niestabilnoxci
wystipuje zawsze,jexli tylko obr6t nie nastipuje woké? jednej z osi g2¢dvnych pu2apki.
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6 Symulacja numeryczna dynamiki

Dobrj ilustracjj do rozwa»a«o ro»nych obszarat niestabilnozcii stabilnotcisj symulacje
numeryczne trajektorii czistki znajdujjcej si} w takiej pu®apce. Symulacje realizova®em za
pomocj samalzielnie napisarych programdw (dodatek B).

6.1 Obr6t zdegenerowany

Na poczijtek rozwa»mny dynamik] czjstki w pu2apce obracgjcej sii woké? jednej ze swoich
osi gddwnych. Jak by2o ju» dyskutowane na poczitku podrozdzia®u 5.3 w takim przypadku
mamy do czynieniaz ca®kowitj separacjj dynamiki wzd2u»osi obrotu i do rozwa»eniapozostge
jedynie dynamika dwuwymiarowa w p2aszczy'nieprostopad?ejdo osi obrotu. Jezliprzyjmiemy,
»eobrét nastjpuje woké? osiz z pridk oxcij kitowj  to w p2aszczynieprostopad®ejdo tej osi
ruch (w uk®adzie obracgjcym si}) jest opisary przez dwa réwnania:

VX + 2 y; (2.41a)
Wy 2 x (2.41b)

( 2
= ( 2
Roéwnaniate sj oczywitcierozwijzywalne analitycznie. Mogj te» s2u»yd¢jako rownania wyjtciove
w analizie numerycznej. Zadajjc warunki poczjtk owe mo»nawykrezli¢ tra jektorie czjstki dla
ro»nych pridk oxciobrotu puapki  przy ustalonych parametrach pu2apki (rysunek 2.7).

6.2 Obrot niezdegenero wany

W ogélno+tciobrét pu2apki mox»e nastip owa¢ woké? dowolnie ustalonej osi wzgljdem osi
g2avnych puapki. W takim przypadku nie zachodzi separacjadynamiki, a dodatkowo pojawia
sij drugi obszarniestabilnotci. W takim przypadku réwnania ruchu sj nadal liniowe, ale du»o
bardziej skomplikowane.

W tym przypadku trudno jest wyobrazi¢ sobie obrot naszejpu®apki i tym sanmym zrozumie¢
dynamik; w uk2adzie obracgjcym si;. Dlatego w tym przypadku wykrezli#femtrajektorie ob-
serowane w uk®adzie laboratoryjnym, w ktérym pu2apka si} obraca. Jak wida¢ z rysunkéw 2.8
w tym przypadku rowniex» charakterystyka trajektorii zale»yod obszaru (nie)stabilno=ci.
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X©
(a) Brak obrotu. Standardowa krzywa Lisajoussa. (b) Powolny obrét (= 0:2). Pierwszy obszar stabil-
nozxci
Y Y
X© X©
(c) Obrot destrukecyjny (= 1.5). Pierwszy obszar (d) Szybki obrét (= 2). Drugi obszar stabilnozci.

niestabilnozci.

Rysunek 2.7: Trajektorie czjstki w p2aszczy!nie prostopad@ej do osi obrotu w pu?apce o parametrach Vy = 3
i Vy = 1 w zale»nozciod prjdk o:bci_obrotu. Dla takiej pu?apki pierwszy obszar niestabilnotci wyst|puje w za-
kresie prjdk o+ciobrotu 2 (1; 3). Wida¢ zdecydowanj ro»nic} w dynamice pomijdzy pierwszym obszarem
stabilnoxci (gdzie dominujjci rol; majj si®y potencja®u mody k owane przez si®, odtrodkow;j) i drugim obsza-
rem stabilnozci (gdzie funkcj; stabilizujjci pe@ni si®a Coriolisa). Warunki poczjtk owe wybrane jako: x(0) = 1,
y(0) = 0, x(0) = 0, y(0) = 1w przyjit ych jednostkach. Osie nie sj wyskalowane, gdy» w potencja®ach harmonicz-
nych (zgodnie z zasadj podobie«stwa medcanicznego) wszystkie tra jektorie sj do siebie podobne, tzn. skalujj si;
razem z warunkami poczjtk owymi.
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(a) ( = 0) Brak obrotu. Ze wzglidu (b) ( = 0;1) Powolny obrét. Pierwszy (C) ( = 1;5) Obrét destrukcyjn vy.
na warunki poczjtk owe ruch odbywa si| obszar stabilnozci. Pierwszy obszar niestabilnozci.

wydjcznie w p?aszczylnie X Y.

(d) ( = 2;1) Obrét stabilizujicy . (e) ( = 2;9) Obrét destruk cyjny w (f)( = 4) Stabilizacja bardzo szybkim

Drugi obszar stabilnoxci. drugim obszarze niestabilnozxci. obrotem.

Rysunek 2.8: Trajektorie czjstki w uk®adzie laboratoryjn ym znajdujjcej sij w obracajjcej si,, puapce o pa-
rametrach Vx = 3, Vy = 2i V, = 1. Kierunek obrotu zadany przez nx = 0, ny SN = 1=" 2. Dla takiej
pudapki pierwszy obszar niestabilnotci wystipuje w zakresie pridk otciobrotu 2 (%; 3), a drugi (z oblicze«
numerycznych) w zakresie 2 ( 2;49; 2;98) Wida¢ zdecydowanj ré»nic; w dynamice pomijdzy pierw-
szym (wyk®adnicze narastanie amplitudy), a drugim (oscylacje narastajjce) obszaremniestabilnozci. Dodatk owo
pierwszy obszar stabilnotci (przewax»gi sidy puapkujjce) ro»ni sij od drugiego i trzeciego obszaru stabilnozci
(rol} si® stabilizujjcyc h pe?ni si*a Coriolisa). Wida¢ réwnie», »e dla odpowiednio szybkiego obrotu ruch jest
ustabilizowany. Linie przerywane okrezlgj oz obrotu pu2apki. Warunki poczjtk owe wybrane jako: x(0) = 1,
y(0) = z(0) = 0, x(0) = z(0) = 0, y(0) = 1 w przyjit ych jednostkach.
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Dynamik a czjstki

w obraca jicej sij pu®ap ce harmonicznej




Rozdzia? 3

Wpayw pola grawitacyjnego na
dynamik |

Dotychczas dyskutowa?em dynamik] czjstki znajdujjcej sij jedynie pod wp?ywem obraca-
jicej sil pudapki. Oczywitciew rzeczywisych eksperymertach (np. wykonywanych na kon-
densujjcych atomach w takich pu?apkadh) nie mo»na pominj¢ wp2ywu pola grawitacyjnego.
Owszem,jexli obrét puapki nastjpuje woko? pionowej osi (tak by2o we wszystkich znanych mi
doxwiadczeniag) wpdyw ten jest trywialny, gdy» jedynie zmienia po2o»eniepunktu réwnowagi.
Celem niniejszej pracy jest jednak przedyskutovanie dynamiki w dowolnie obracgjcej sil pu-
dapcei w tym przypadku (jak zostanie pokazanew tym rozdziale) uwzglidnienie si® grawitacji
prowadzi do zupe?nie nowych zjawisk ([1]).

1 Dlaczego grawitacja jest wa»na?

Wydaje si} w pierwszym odruchu, »e sta®e pole grawitacyjne nie powinno mie¢ znaczjcego
wpywu na dynamik] w puapce harmonicznej. Jednak nale»y zauwa»y¢, »e jexli potencja? ob-
raca si; woké?2 osi nierdwnoleg®ejdo kierunku pola grawitacyjnego, to w uk®adzie obracgjcym
si| si®agrawitacji bjdzie widziana przezczjstk] jako obracgjca si} sifawymuszgjca. Z pro-
stegokursu medaniki wiemy natomiast (patrz np. [5]), »ewsz|dzie gdzie pojawia si} cykliczna
si*fawymuszgjca przy pewrych warunkadh mox»ezaj+¢ zjawisko rezonansu. W tym przypadku
rownie» mo»eny mie¢ do czynieniaz takim efektem.

2 Wiro wanie pola grawitacyjnego w uk®adzie obracajjcym si

Jak by?o wspomniane ju» wczezxniej(Rozdzia? 2. punkt 1.1.) w uk2adzie nieinercjalnym
obracgjcym si} inaczejewoluujj wielkoxciwektorowe - zgodnie zewzorem(2.2). Aby wyznaczy¢
ewolucj, wektora przy+pieszeniagrawitacyjnego w uk®adzieobracgjcej sij puapki wprowadmy
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nastjpujici baz| ortogonalnych wektorow:

e = n(n G); (3.1a)
ec = G n(nG); (3.1b)
e3 = n e=n G: (3.1¢)

gdzie wektor n jest jak zawsze wektorem jednostkowym w kierunku osi obrotu, a G = g(0)
wektorem przy+pieszeniagrawitacyjnego w pewnej ustalonej chwili czasu. Podkrezlmy, »e jest
to baza, ktéra nie zmieniasi; w czasiew uk®adzie obracgijcym sij;. Oczywitciewektor przy+pie-
szeniagrawitacyjnego w dowolnej chwili czasumo»naroz@o»y¢w tej bazie:

g(t) = qu(t)er + g(t)ez + gs(t)es; (3.2)
a parametry g1,02 i g3 muszj spe®nia¢warunki poczjtk owe

01(0) = 2(0) = 1;  gg(0) = O (3.3)
Z jednej strony ewolucja wektora g opisanajest przez ewoluujjce parametry:

a(t) = qu(t)er + g(t)ez + ga(t)es: (3.4)

Z drugiej strony, zwa»ywszy na fakt, »e g jest wielkozcij wektorowj, musi spe®nia¢ réwnanie
(2.2). Zatem mamy:

g(t) =
(N e1+ @n  ex+ gn  e3)
( ge3+ gze2): (3.5)

a(t)

Poréwnujjc wyra»enia (3.4) i (3.5) otrzymujemy wzory na ewolucj; wspdaczynnikdw rozk®adu
W naszejumownej bazie:

g = 0 (3.6a)
R = O3 (3.6b)
& = O (3.6¢)

Rownania te, po uwzglidnieniu warunkow poczjtk owych (3.3) majj nastjpujjce rozwijzanie:

a(t) = 1 Q(t) = cof t);  gs(t) = sin( t): 3.7)

Tym sanmym, wprowadzgjc naturalne oznaczenia: g, = e; na czjx¢réwnoleg?j do wektora
pridk oxci kjto wej wektora przy+pieszeniaoraz g, = e, na cz|+¢ prostopad?j, otrzymujemy
ewolucj; wektora przy+pieszeniagrawitacyjnego w uk®adzie obracgijcym sij:

gt) = g+ gocog ) n g, sin( b): (3.8)
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Warto zauwa»y¢, »e czj+¢ zale»naod czasuznika jexli tylko obrét pu2apki nastjpuje woko? osi
wyznaczonejprzez wektor przy+pieszenisgrawitacyjnegot. W tym w2a+nieprzypadku zjawisko
rezonansunie zachodzi, bo nie ma oscylujjcej si®y wymuszgjcej. Ztj sytuacjj najczjtciejmamy
do czynieniaw eksperymertach.

Dla dalszyt celdv warto réwnie» zauwa»y¢, »e wektor przyxpieszeniagrawitacyjnego g(t)
mox»nazapisat¢jako cz}t¢rzeczywistj pewnegowektora zesmlonego:

gty = < g+ (9> +i(n  gr))€e ' : (3.9)

3 Roéwnania ruchu i warunki rezonansu

W obecnozcizewnitrznego pola grawitacyjnego hamiltonian naszegoproblemu w uk®adzie
obracgjcym si} ma postac¢:

H(t) = p—2+ o+ O mr (t): (3.10)
" 2m P* 3 9t '
Hamiltonian ten prowadzi do nast}pujjcyc h réwna« ruchu:
drt) _ pt) A ..
W - m r(t); (3.11a)
% = ¥r " p@)+ mg(t): (3.11b)
Rdéwnania te mo»nardwnie» zapisatw postaci:
RO R+ <@+ &e Y, (3.12)
gdzie zosta?y u»yte nastjpujjce oznaczenia:
r(t)
R(t) = : 3.13a
® o) | (3.13a)
A ip )
M() = mo (3.13b)
mV
G = 0 (3.13c)
© o omgy '
G = 0 (3.13d)
' g, +i(n  gr) '

Rozwijzanie réwnania (3.12) jest czjtcij rzeczywistj rozwijzania nast|pujicego zesmlonego
réwnania ré»niczkowego:

dv:j’t(t) =M() W)+ G+ Gé b (3.14)

!Podkre+lmy, »epudapka mo»eby¢ dowolnie zorientowana wzglldem tej osi, tzn. o*ta nie musi by¢ osij waasn;j
puapki.
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Z matematycznegopunktu widzenia jest to réwnanie liniowe niejednoradne, zatem sposobjego
rozwijzywania jest jasny - nale»yrozwijza¢ réwnanie jednorodne i nastjpnie metodj uzmien-

nienia sta®ej otrzymad¢ rozwijzanie réwnania niejednoradnego. Mo»najednak na tj procedur;

spojrze¢ z punktu widzenia zyki i odpowiednio zinterpretowa¢ kolejne kroki, jak rownie» otrzy-

many wynik. W tym celu za?0»ny na poczjtek, »eznany ju» rozwijzanie zagadnieniaw?asnego
dla macierzy M' () - dokdadna analiza znajduje sij w punkcie 4 rozdzia®u 2. Tym sanym

przyjmujemy, »eznany sze+@vektoréw spe@niajjcych warunek?:

MO Xe=i!k() Xk;  8Bketu6 (3.15)

Powszetnie znane twierdzenie matematyczne méwi, »e wektory w2asne ka»dej macierzy (ew.
uzupe?nioneo baz| jej jidra) sj liniowo niezale»ne stanowij zupe?nj baz] w przestrzeni,w kto-
rej dzia®a dana macierz. Zatem wektory Xy, wczexniejzwane modami w2asrymi, stanowij zu-
pe?nj baz} w naszejprzestrzenii w zwijzku z tym w tej bazie musi da¢ si} przedstawi¢ wektor

przytpieszeniaziemskiegoG(t), tzn. istniejj takie wspbéaczynniki ‘k< i ,‘§ »e:
X6
G = K Xy; (3.16a)
k=1
X6
G = X Xy (3.16b)
k=1

Réwnie» rozwijzanie naszegaréwnania, w ka»dejchwili czasumo»naroz2o»ytw tej bazie:

X6
W(t)=  AK(t) Xy
k=1

lub wprowadzgjjc inne zmienne X(t) = Ak(t)e " O t rozkaad ma posta¢:

x oo
W(t) = ) ' «O0 tx,: (3.17)
k=1

Rozk2adten jest o tyle po»yteczry, »ew tej sytuacji rownanie (3.14) ma postac¢:

it () K+ F 0= it () K Ote K+ Kt X (3.18)
k=1 k=1

Poniewa» jednak wektory Xy sj liniowo niezale»neto réwnanie to jest rownowa»neniezale»ym

réwnaniom na wspé2czynniki  X:

dk
dt

2Nawet je+li macierz jest zdegeneravana, to mo»napoda¢ takie wektory - wtedy cz!+¢z nich b'dzie stanowida
liniowo niezale»nabaza rozpinajica jidro macierzy M () .

Ke 1Oty kdl 1O t, 8k=16 (3.19)
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PodkrezIny, »eroz2o»ylitny naszerozwijzanie w bazie modéw w2asrych, zatem wspdczynniki

K(t) majj jasnij interpretacj! zycznj - amplitudy danegomodu w danej chwili czasu. Z réw-
nania (3.19) wynika, »e w ogélnoxciamplituda danegomodu ¥(t) ma charakter oscylacyjry.
Jednak jexli zdarzy2oly si} tak, »ecz|stox¢danegomodu w2asnego! i jest rébwna cz|sto+ciob-
rotu puapki , to bjdziemy mieli do czynieniaz narastgjjcj liniowo w czasieamplitudj danego
modu X - zajdzie zjawisko rezonansu Jest to warunek konieczry, ale nie wystarczajjcy, bo-
wiem gdyby wektor G, nie mia® w swoim rozk®adzie k-tego wektora w#asnego(tzn. ,'j =0 to
w réwnaniu (3.19) nie wyst;j pi ostatni cz2%oni tym samym rezonansunie bjdzie.

Warto zauwa»y¢,»eréwnie» w punktach o podwy»szonejsymetrii (dyskutowanych w punk-
cie 5.2 rozdzia®u 2), dla ktérych ! = 0 pierwszy cz®onréwnania (3:19) traci swoj oscylacyjry
charakter. Jezlizatem tylko G, ma w swoim rozk®adziemod odpowiadajicy tej cz|sto+cito on
bidzie sprziga? si} z grawitacjj rezonanswo. Tym razem sam mod ma ju» jednak narasta-
jici liniowo w czasieamplitud} i rezonansgrawitacyjny bjdzie jedynie zwilksza® tempo tego
narastania, ale sam charakter dynamiki tego modu si} nie zmieni.

Rozk?adrozwijzania oraz przy+pieszeniggrawitacyjnego w bazie modéw w2asrych umo»liwi#
nam 2atw;j interpretacj, zjawiska rezonansui pozwoli# wyznaczy¢warunek jaki musi by¢ spe?-
niony, aby rezonanszadodzi®. Nale»yteraz sprawdzi¢ czy te warunki mo»naspe?ni¢w realnej
sytuacji.

4 Poszukiw ania rezonansu

Z przeprovadzonej powy»ej analizy wynika, »} warunkiem konieczrym zajtcia zjawiska re-

zonansujest rownoz¢czjstoxci wasnejpewnegomodu i pridk oxciobrotu pudapki = ! () .
Nale»y zatem rozwijza¢ réwnanie charakterystyczne (2.29) ze wzglidu na pridk otx¢obrotu pu-
agpki, w ktorym po2o»ysii = 2. Po wykonaniu tego podstawienia okazuje si!, »eréwnanie
to redukuje si} (patrz [1]) do réwnania dwukwadratowego postaci:
D “+E 2+F =0 (3.20)
gdzie:
h i
D = 2Tr(0) n¥n ;
2 2
E = Tr(¥) 2Tr(\’7 ) 4 TT((Mn ¥ n n V?2n;
F = Det(V):

Réwnanie to ma rozwijzanie (i tym samym rezonansgrawitacyjny mo»emie¢ miejsce)jezlijego
wyro»nik g jest nieujemry. Okazuje sij, »edla dowolnej puapki i dowolnegokierunku obrotu
tak jest. Istotnie, wypisujjc bowiem ten wyré»nik w uk®adzie,w ktérym macierz potencjadujest
diagonalnai spe®niaVy Vy V, mamy:

E? 4DF = (3.21)
(L nZ=22)WyV,  (L+ N2V,  (1+ nZ=2)\VVy 2+

Ny n3(Vz VX)WV + VE=2) + nd(V, Vi) (W Ve + V2=2)

G

+
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Wida¢ zatem, »ejest on sum;j dwodch nieujemnych wyra»e«i tym samym réwnanie (3.20) ma
zawsze rozwijzania rzeczywiste, czyli sytuacja rezonanswa mo»e mie¢ miejsce dla dowolnej
pudapki.

Rozwijza« réwnania (3.20) mo»nardwnie» szuka¢ gra cznie podobnie jak to robi?em z cz;-
stoxciamiw?asrymi, ktore sj rozwijzaniami rownania (2.29). Cz|stoxci rezonansave sj bowiem
zadanewarunkiem 2 = . Zatem jexli na wykresy przedstawiajice cz!stoxci w2asneuk2adu
zostaniedodatkowo naniesionakrzywa zadanawarunkiem 2 = 0, to miejscaprzecijcia tych
krzywych bjdj zadawa?y cz|sto+ciw?asne(Rys. 3.1-3.3).

Posta¢ wyrd»nika (3.21) pozwala nam réwnie» 2atwo sprawdzi¢ kiedy istnieje tylko jedno
rozwijzanie rzeczywiste (wyrd»nik musi by¢ rowny zero). W tym celu zauva»ny, »edrugi cz%on
wyré»nika (3.21) mo»nawyzeraova¢ w dwoch przypadkad: pu®apka jest czjtciovo symetryczna
lub obrét nast!puje woko? osi g2éwnej pudapki ny. Satwo sprawdzi¢, »e pierwszy przypadek jest
nieinteresujjcy, gdy» nie daje mo»liwoxciwyzeravania pierwszegocz®oru. Natomiast w przy-

padku drugim jezli tylko spe®niory jest warunek:
1 1 1
v 2 V_y+ v, ny=1 (3.22)

to wyro»nik znika i istnieje tylko jedna cz|sto+¢rezonanswa (Rys. 3.4).

5 Symulacja dynamiki z polem grawitacyjn ym

Pe2nepotwierdzenieistnienia rezonansugrawitacyjnego daje symulacja dynamiki pod wp2y-
wem pola grawitacyjnego. Tak jak mo»naby?o sij spodziewa¢ w ogdlnozcipole grawitacyjne
zmienia po?o»eniepunktu réwnowagi i amplitud} drga«, a w szczeg6lgm przypadku (obrotu
z cz|stoxcij rezonanswij) prowadzi do niestabilnegoruchu i ucieczkiczjstki z pu2apki (rys. 3.5).
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Rysunek 3.1: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla pu®apki Vx = 1, Vy = 2V, = 3
oraz kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy ny = sin(%), ny =0,n; = cos(%). Linie przerywane
ograniczajj pierwszy obszar niestablino+ci. Dodatkowo naniesiona jest krzywa rezonansava 2 = 0 (linia
pogrubiona). Punkty przecilcia de niujj cz|stotci rezonanove. W tym przypadku obie czstotci rezonansave
le»j w pierwszym obszarzestabilnozci.

Rysunek 3.2: Ta samapu®apka co na rysunku 3.1. Tym razem obrét nastjpuje woko? osiny = sin(4), ny = 0,
nz = coy 7). Tym razem druga cz|sto+¢ rezonansava le»y w pierwszym obszarzeniestabilnozci.
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Rysunek 3.3: Tasamapu®apka co na rysunku 3.1. Tym razem obr6t nastjpuje woko? osiny = sin(gg), ny = 0,
n; = codg5). Ni»szaczisto¢rezonansava le»y w pierwszym, a wy»szaw drugim obszarzestabilnozci.

3

Rysunek 3.4: Graczne poszukiwanie czjstoxci rezonansavych dla pu?apki Vyx = 1, Vy, = 10=3, V; = 5 oraz
kierunku obrotu ny = 1, ny = n, = 0. Takie parametry spe@niajj warunek (3.22) i dlatego istnieje tylko jedna
cz|sto+¢ rezonansava.
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N
©
N
©

e

(a) Brak obrotu. Si%a grawitacji przesunj®a po®o»enie row- (b) ( = 0;15) Powolny obrét w pierwszym obszarze sta-
nowagi i zmieni*a amplitud] drga«. bilnozxci.
Z© VA

A

N =y
3 D,

q —
(C) ( = %) Rezonanso wy wp?yw sidy grawitacji na dyna- (d) (= 2) Szybki obrét w drugim obszarze stabilno+ci.

4

mik |.

Rysunek 3.5: Wp?2yw sidy grawitacji na dynamik| czjstki w obracajjcej sij pu?apce. Puapka obraca sij wok6?
swojej osi g2dwnej y. Parametry puapki Vx = 1, V; = 3. Warunki poczjtkowe x(0) = 1, z(0) = y(0) = 0O,

x(0) = y(0) = 0, z(0) = 1. Linia siwa prezertuje trajektori} bez uwzglidnienia pola grawitacyjnego. Linia czarna
to trajektoria czjstki zakretlonaw tym samym czasiew obecnozcipola grawitacyjnego, ktérego przytpieszenie
w przyjit ych jednostkach wynosi g = 2. Narys. (c) wida¢ jak si®a grawitacji rezonansavo destabilizuje dynamik|

czjstki.
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Rozdzia? 4

Klasa uk®adow liniowych

W dotychczasevej analizie dyskutowa®em dynamik] w obracgjcym sij potencjale harmo-
nicznym. Jestto szczegoly przypadek uk®adu liniowego, tzn. takiego, dla ktérego réwnania
ruchu sj ré»niczkowymi réwnaniami liniowymi. Gdy do analizy zosta®ododane sta®e pole gra-
witacyjne uk®ad nadal pozosta®liniowy - jedynie pojawi®a si; niejednoradno+¢w réwnaniac
ruchu. W niniejszym rozdziale poka»|, »eka»dy uk?ad liniowy daje si; sprovadzi¢ do opisarych
ju» sytuacji za pomocj odpowiednich transformacji kanoniczrych.

Ca®e uogodlnienie rozwa»anegoproblemu na wszelkie uk?ady liniowe bjdzie miao kluczowe
znaczeniew nast;pnym rozdziale, gdzie przedstawi; bezpo+rednizwijzek klasyczrych uk®adow
liniowych z dynamikj kwantowej paczki gaussavskieji podam przepisna konstrukcj; wszystkich
kwantowych standw stacjonarnych dla danegouk®adu liniowego.

1 Hamiltonian uk®adu linio wego

Poniewax» kanonicznerownania ruchu Hamiltona powstajj przezjednokrotne ro»niczkowanie
hamiltonianu, to uk2ady liniowe sj opisanetakimi hamiltonianami, ktére sj maksymalnie kwa-
dratowe w pjdach i po?o»eniab. Najogoélniejszytaki hamiltonian w dowolnej sko«czonejliczbie

wymiaréw dla zmiennych kanoniczrych i jest postaci:
1 m 1
H= oo + O + > G +mf() + —h(t) (4.1

gdzie macierze F oraz G sj symetryczne, a wektory f (t) i h(t) odpowiadajj za ewertualne
niejednoradnozciw réwnaniach ruchu. Aby taki hamiltonian mog? opisywa¢ uk®ad zyczny
nale»yza2o»ytdodatkowo, »emacierzF jest dodatnio okre+lona,gdy» tylko wtedy wyraz F
bidzie pe2ni¢rol! cz®oru kinetycznego(energiakinetyczna powinna rosni¢ z pjdem czjstki).
1.1 Diagonalizacja formy pidé w

Zauwa»my, »eistnieje taka nieosoblinva macierz O, ktéra spe?nia nastjpujicy warunek:

OTFO=T" 4.2)
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Jest tak dlatego, »e macierz T jest symetryczna i dodatnio okretlond. Wykonajmy zatem
nast!pujici transformacij! kanonicznj do nowych zmiennych ( % 9):

o= 961 ; (4.3a)
o LI (4.3b)

Jestto w istocie transformacja kanoniczna,gdy» mamy nastjpujjce nawiasy Poissona:

iO; jO Oki Oj |1f k: 19= Oki Oj kl = ; (4.48.)
iO; J0 = O (4.4b)
2 o= o (4.4c)

Hamiltonian (4.1) w nowych zmiennych kanoniczrych ma postag¢:

H = % @4 0y 0+% °0 %+ mfqt) O+ %ho(t) ° (4.5)
gdzie:
W = 619806 (4.6a)
0 =016 6 (4.6b)
o) = Of(b); (4.6¢)
hqt) = 4T 1h(t): (4.6d)

1.2 Uproszczenie niejednoro dnozci

Prost; transformacjj kanonicznj mo»nausuni¢ z hamiltonianu (4.5) jednj z niejednoradno-
+ci. Transformacjataka polegana przesunijciu o sta?y wektor jednej ze zmiennych kanoniczrych
i ma posta¢ (nowe zmiennekanoniczneto (R;P)):

R= % P= % h9): (4.7)
Hamiltonian w nowych zmiennych kanoniczrych upraszczasi; do postaci:

H= 1p2+rWP+TROR m —Whq) %) R he, (4.8)
2m 2 m 2m’ '

Woprowadzgjjc upraszczgjce oznaczeniena wyst|pujicy tu wektor niejednorodnozci:

g(t) = %\ﬂ/ hot) Q1) (4.9)

ldodatnio okre+lonod¢formy jest tuta j kluczowa. Jak wynika bowiem z twierdzenia o bezw@adno+ciSylvestera
dla form kwadratowych taka transformacja nie mo»ezmieni¢ sygnatury formy.
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orazodrzucajjc zale»jcjjedynie od czasuwielkox¢h ®=2m, ktéra nie ma »adnegozycznego zna-
czenia(nie zmienia ona kanoniczrych réwna« ruchu) otrzymujemy prosty hamiltonian naszego
uk®adu:

- 1 2 m :
H= =P +R\/\‘/P+ER0R mg(t) R: (4.10)

Warto podkrexli¢w tym miejscu, »ew ogolnoxcinie mo»napoda¢ takiej transformacji, ktora
uswva?aby jednoczeznieobie niejednoradnozci. Jesttak dlatego, »ew ogélnym problemie macierz
cz2ru mieszanegof przy usuvaniu jednej niejednorodnozciprodukuje drug;.

1.3 Antysymetryzacja cz®onu mieszanego

Ostatnim krokiem w uproszczeniu hamiltonianu (4.1) jest usunijcie symetrycznej czxci
cz?oru mieszanego. Wprowad!my w tym celu nastjpujjce oznaczeniana cz;+¢ symetrycznj
i antysymetrycznij macierzy W:

W+ WT (4.11a)
w W' (4.11b)

NI NI

Wykonaimy nastjpujici transformacj; kanonicznj do zmienrnych (r;p):

r = R; (4.12a)
p P+ m$R: (4.12b)

Jest to faktycznie transformacja kanoniczna, gdy» mamy spe®nione nast}pujjce nawiasy Pois-
sona:

fri;pjg = fRi;Pjg+ mSjkfRi;ng: i) (4.13a)
fri;rjg = fRi;Rjg: 0; (4.l3b)
fp;pg = fPi;P g+ m?Sy S fR;Rig

mSikka;Pjg mSj|fPi;R|g:

m(Sik «j Sji )=

= mSij + mSji =0 (4.130)

Zauwaxny, »espe?nienieostatniegowarunku na transformacj; kanonicznj (4.13c) by2o mox»liwe
jedynie dlatego, »emacierz § jest symetryczna. Tym samym widzimy, »ew ogélnocinie mo»na
wykona¢transformacji z ca?j macierzj W.

Hamiltonian w nowych zmiennych kanoniczrych ma postac¢:

p2 A m 0 A
H=__+r "p+r 0 & 2"8 r mg@)r: (4.14)

2m

Jak wida¢ transformacja (4.12) usunj®a cz|+¢ symetrycznij cz®oru mieszanegoi zmieni®a od-
powiednio form; kwadratowj w po2o»eniab. Ze wzglidu na ju» opisanj subtelnox¢zale»nozci
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(4.13c) takj transformacjj nie mo»nausunj¢ w ogolnozcica?egocz®oru mieszanego.Wprowa-
dzajijc oznaczenié:

h i
v=0 & "8§: (4.15)
otrzymujemy nastjpujicy hamiltonian naszegouk®adu:
_pPP A, m .
H=_o—+r " p+ 2r\’7r mg(t) r: (4.16)

Hamiltonian ten formalnie wyglida tak samojak hamiltonian (3.10) opisujjcy ruch w obracgj-
cym si; potencjale harmoniczrym z jednorodnym, zewn;trznym polem grawitacyjnym. W tym
przypadku jednak hamiltonian ten opisuje dynamik} n wymiarowego dowolnego uk®adu linio-
wego. Macierz ¥ w ogélrym przypadku nie jest dodatnio okre+lona(co wynika z (4.15)), a wektor
g(t) jednorodnegopola potencjalnegosi?y zewnitrznej mo»ew dowolny sposébzale»edd czasu.
Kanoniczne réwnania ruchu dla czjstki opisanejtakim hamiltonianem majj postad¢:

da _ p A

T = B oy (4.17a)
dp _ A .

i - m¥ r p+ mg(t): (4.17b)

Uda®o si; zatem wykaza¢, »e dowolny uk®ad liniowy (tzn. opisary hamiltonianem postaci
(4.1)) mo»ezostatsprovadzory za pomocj prostych transformacji kanoniczrych do uk®adu ob-
racajjcego si; potencjau harmonicznego(przycij gajjcego lub odpychajjcego) w zewnitrznym,
jednorodnym, dowolnie zale»tym od czasupolu sidy.

2 Zagadnienie w2asne dla jednoro dnego uk®adu linio wego
Wa»nj cedj ka»degouk®adu liniowego sj jego czjstoxcii mody w2asne. Aby je znalel¢

rozwa»any oczywizcieuk®ad jednorodny z usunijtym wyrazemmg(t) z réwnania (4.17b).
Modemw?asrym o cz;stoxci! jednorodnegouk®adu liniowegonazywamy rozwijzanie postaci:

ro e" t (4.18a)
po€' (4.18b)

r(t)
p(t)

Aby mod taki by? rzeczywizcierozwijzaniem dynamiczrnych rowna« ruchu (4.17) bez niejedno-
rodnozxciamplituda tego modu musi spe®nia¢réwnanie:
n i! % lo

¥ A B =0 (4.19)

2ze wzgl'du nato, »eiloczyn macierzy 2" $ stoi pomijdz), dwpma po?o»eniamiistotna jest jedynie jego czj+¢
symetryczna, ktéra jest réwna komutatorowi tych macierzy ;S .
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Aby istnia®o nietrywialne rozwijzanie tego uk®adu réwnania cz|stox¢wasnamodu ! musi by¢
miejscemzeravym wyznacznika wystjpujicej tu macierzy czyli musi by¢ zeremwielomianu cha-
rakterystycznego. Poniewa» rozpatrywany przez nas uk®ad jest n wymiarowy to réwnanie cha-
rakterystycznejest wielomianemstopnia 2n w czjstotciw?asne;j! .

W dodatku C podanejest twierdzeniematematycznei jego dowdd, »ew wielomianie charak-
terystycznym wystjpujicej tu macierzy nie wyst|pujj wyrazy z nieparzysiymi potjgami ! co
znaczy »erownanie to sprovadza si} do réwnania stopnia n na kwadraty cz|stotci w2asrych.
P2ynie stjd bardzo wa»ry fakt zyczny: niezale»nieod w2asnozcidanegouk®adu liniowego ani
od iloxcijego stopni swobody cz|stoxcii mody w2asnezawszesj podzielonena pary. Jezliuk®ad
ma mod o cz;sto£ci! to ma réwnie» mod o czjstoxci ! .

Ten fakt bjdzie mia? du»eznaczenieprzy konstruowaniu funkcji falowych uk2adu liniowego
W nastjpnym rozdziale.
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Rozdzia? 5

Funkcje falowe uk®adow liniowych

Rozwaxary przeze mnie problem obracgjcego sil potencja®u harmonicznego(lub ogdlniej
dowolnegouk®adu liniowego) jest oczywitcieproblemem nierelatywistycznym. Zatem pe®ry opis
dynamiki kwantowej mo»eby¢ zrealizavany w jizyku funkcji falowej pojedynczejczjstki, ktora
spe?nia réwnanie Scrodingera. Poniewa» w poprzednim rozdziale wykaza®*emkanonicznj réw-
nowa»no+¢dowolnego uk®adu liniowego z uk®adem obracgjcego sil potencja®u harmonicznego
w zewnjtrznym jednorodnym polu sidy, punktem wyjtcia do rozwa»a« kwantowych mox»e by¢
hamiltonian (4.16)!, w ktérym oczywi+cienale»yzastjpi¢ poto»eniai p!dy przezkwantowe ope-
ratory tych observabli. Funkcja falowa w reprezenacji po2o»eniavej ( r;t) powinna zatem
spe®niatnastjpujice réwnanie Scrodingera:

i~@( r;t) = %r 2+ i:r “row %r Vr mgt)r (r;t): (5.1)

Podkreziny jeszczeraz, »ejest to réwnanie Scrddingera opisujjce n-wymiarowy uk?ad li-
niowy i wyst'pujice w nim macierze " i ¥ sj kwadratowymi macierzamin n. Dodatkowo
macierzete sj odpowiednio antysymetrycznai symetryczna. Operatobré»niczkjwaniar ma
n sk®adavych, tzn. we wspé3rzjdnych kartezja«skich ma posta¢:r = ., e'@.

W niniejszym rozdziale poka»e,w jizyku funkcji falowej, jaki jest +cisdyzwijzek dynamiki
kwantowej opisanejrownaniem (5.1) z klasyczrym uk®adem liniowym opisarym hamiltonianem
(4.16). Okax»esi}, »edynamik] paczki gaussavskiej mo»nacadkowicie zrozumie¢znajjc jedynie
klasycznerozwijzania réwna« ruchu (4.17). Rownie» skonstruowanie z klasyczrnych rozwijza«
dowolnego stanu stacjonarnegojest mo»live bez potrzeby diagonalizovania kwantowego hamil-
tonianu. W ostatnim kroku podam przepis na konstrukcj! zupe®negouk®adu funkcji w2asrych
rozwax»anegaproblemu.

1Przy dochodzeniu do tego hamiltonian u zosta?a odrzucona zale»jca jedynie od czasuwielko£¢ (t) = h%=2m

jako niemierzalna, zycznie. W medhanice falowej mo»eona zosta¢ usunijta prostj zmianj globalnej fazy funkcji
. i 0 0 . , - . .
falowej ! e = 09° (Y czyli réwnie» nie ma zycznych konsekvencji.

43
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1 Dynamik a paczki gaussowskiej

W pierwszym kroku do zrozumienia dynamiki kwantowej przeanalizujmy ewolucj; paczki
gaussavskiej podyktowanejprzezrownanie (5.1). Najogoélniejszapaczka gausswska jest postaci:

(r:t)= N@)e O exp ;(r R(t) K@) (r R(@)+ i:r P(t) : (5.2)

Czjx¢normujjca funkcj} falowj zosta®adla p6tniejszych celdwv roz2o»onana jej modu® N i czj+¢
fazowj . Zak®adany, »enaszafunkcja falowa jest dobrze unormowanaw chwili t = 0, tzn.:

Z " #n=2

_ n. - A2 2 #
1= RO NGO )

(5.3)
Oczywizcieréwnanie Scrodingera (5.1) zachowuje norm; (patrz np. [7, 6]) i dlatego funkcja
falowa podczasswojej ewolucji jest zavszedobrze unormowana.

Warto zauwwva»y¢w tym miejscu, »eaby funkcja falowa (5.2) mia®a rzeczywitciekszta®t paczki
gaussavskiej i by?a normowalna do jednozci,to okre+lgjca jej kszta?t macierz K musi mie¢
dodatnio okrexlonj czjx¢rzeczywist;.

Parametry R i P funkcji falowej (5.2) majj naturalnj interpretacjj; zycznj. Sj one war-
totciami zrednimi kwantowomedaniczrnych operatorow po2o»eniab i pjdu p. Mamy bowiem
zZwijzki:

Z

Hoi = dr  (r;t)r (r;t) = R(b); (5.4a)
il

Hi = d"r (r;t)i—r (r;t)=P(): (5.4b)

RN

1.1 Roéwnania ewolucji

Aby wyznaczy¢ réwnania ewolucji dla paczki gaussavskiej (5.2) obliczam najpierw odpo-
wiednie pochodne wystjpujjce w réwnaniu Scrodingera:

@(r;t) = ETLJ’ i—:+ ?R_K‘(r R)+

Mo RIRG R+ LR (i) (5.50)
c(rn = DR Ry+le (i (5.5b)
r2(rn = DTrR)+ T—;(r R)R r R)+

2

PR (r R) F:—Z ( r:t): (5.5¢)

2mi
2
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Wykorzystujjc (5.5) réwnanie Scrédingera mo»nauporzijdkowa¢ i sprowvadzi¢ do postaci:

0= (r R) % %K‘2+im“|€+%\7 r R)+
h I

+(r R)K mR im"R+iP +
h i
N

+r P+ P+mVR mg +
N ~ P2 m _
i~y ETr(K‘) ot R 0 R: (5.6)

Zatem réwnanie Schrodingera (5.1) jest ca?kowicie rOwnowa»nenastpujicem u uk®adowi row-
na« opisujjcych naszj paczK:

h i
% = R+ R (5.7a)
dR(t) _ P(t) «a .
- m RO (&70)
% = mVR@{) " P@)+ mgt); (5.7¢)
T = ROk ), (5.7d)
- 2
IO = ke B4 Try ¥ RO (5.7€)

Poréwnujjc réwnania (5.7b) i (5.7¢) z klasyczrymi réwnaniami ruchu (4.17) widzimy od razu,
»e dynamika tradka masy paczki gaussavskiej jest ca?lkowicie zgadna z dynamikj klasyczni
pojedynczejczjstki. Jestto przejaw znanych z kursu medaniki kwantowej réwna« Ehrenfesta
(patrz np. [7]), ktére dla ukdadéw liniowych sj spe®nionedokeadni€?.

Warto réwnie» podkrezli¢, »e dynamika *radka masy paczki gausswskiej ca®kowicie odse-
parowa®a sij od pozosta®yh (kwantowych) stopni swobody. Zmienne opisujjce tradek masy
paczki R i P wystipujj jedynie w réwnaniu na zmian; fazy i nie majj »adnegowp?ywu na
ksztadt paczki. Jestto rownie» wynik zgodny, z rozumovaniem przedstavionym w rozdziale 2.
na temat separacjidynamiki xrodka masy

1.2 Ewolucja kszta®tu paczki

Zajmijmy si} teraz bli»ej rownaniem opisujjcym dynamik] kszta®tu paczki falowej (5.7a).
Jestto macierzave réwnanie ré»niczkowe, nieliniowe. Jegorozwijzanie mo»esi; wydawa¢ bardzo
trudne, jexliw ogdlemo»live. Réwnania macierzave postaci naszegaéwnania na kszta2t paczki
sj jednak bardzo dobrze przestudiovanymi z matematycznego punktu widzenia réwnaniami
ré»niczkowymi znarymi pod nazwj réwna« Riccatiego [8, 22, 9]. Istnieje generalnametoda
matematyczna rozwijzywania takich réwna«. Wiedzjc jednak, »eréwnanie to opisuje pewien

2Dla ukdadéw liniowych mamy bowiem tak waasnoz+¢»esida utrednionapo pewnym odcinku przestrzeni, jest
si?j od zredniegopo@o»enia,czyli trodka tego odcinka.
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zyczny uk®ad postaram si; nada¢ tej metodzie pewnj interpretacj; zycznj (postipujic tak
jak by2o to nakrexloneinnym problemie w [21]), co jak sij pOtniej oka»eb)dzie mia2o kolosalne
znaczeniew zrozumieniu pe2nejdynamiki kwantowej rozwa»anegouk?adu.

Pierwszym krokiem prowadzjcym do rozwijzania réwnania (5.7a) wykonujemy podstawienie
macierzave postaci:

K (t) = %M(t) D 1): (5.8)

Na tym etapie wymagany, aby macierzl) nie by2a osobliwa w dowolnej chwili czasu. Pétniej
oka»esij, »e jexli macierz D nie jest osoblina w pewnej ustalonej chwili czasuto nie bidzie
osobliwa réwnie» podczasca®ejswojej ewoluciji.

Wykonujjc to podstawienie rownanie (5.7a) sprovadzasi; do postaci:

L S L R o I S g N ST L 3 B B SRy

m dt m dt m?2 m m

W nastjpnym kroku rozbijamy to réwnanie na dwa niezale»neréwnania, ktdre muszj spe@nia¢
macierzeN i D:

przyréwnujic do siebiepierwszywyraz z lewej strony z drugim i trzecim po prawej stronie
oraz mno»jc z prawej strony przezmacierz D i wspdaczynnik im otrzymujemy:

st A
T mv D N (5.10a)

przyréwnujic do siebie odpowiednie strony z2o»onez pozosta®yt wyrazdwn i mno»;jc row-
nanie z prawej strony przezmacierzD i z lewej strony przeziloczyn macierzy D N 1 oraz
wspo?czynnik im otrzymujemy:

(5.10b)

Otrzymujemy w ten spos6b dwa macierzave réwnania ré»niczlowe liniowe na macierze D
i N. Jetli pordwnamy te réwnania z klasyczrymi réwnaniami ruchu (4.17) to zauwa»ymy, »e
kolumny macierzyD i N spe®nigjj odpowiednio réwnaniaruchu dla klasyczrych po2o»e« pldéw.
Ca2a zatem dynamika kszta®tu kwantowej paczki gausswskiej zakodowana jest w klasyczrych
rozwijzaniach rowna« ruchu!

Ca?aopisanatutaj konstrukcja przekszta®ceniaréwnania Riccatiegow uk?ad réwna« linio-
wych mo»ewydawa¢ si} na poczijtku oparta na zbyt ostrych za?o»enials. Nie wiemy bowiem,
czy nie istniejj takie rozwijzania réwnania Riccatiego (4.17), ktére nie dajj si} przedstawi¢
w postaciilorazu dwoch macierzy W dodatku C przedstaviam ogolry dowod, »erozwijzywanie
réwnania Riccatiego jest ca®kowicie rownowax»ne rozwijzywaniu uk®adu réwnax« liniowych dla
macierzy Nl i D i ka»derozwijzanie réwnania (5.7a) daje si} przedstawi¢ w postaci (5.8).
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Przyk?ad w jednym wymiarze

Zilustrujmy na prostym przyk®adzie ([19, 20]) jak dzia®a opisary powy»ej mehanizm kon-
struowania ewolucji paczki gaussavskiej przezrozwijzywanie klasyczrnych réwna« ruchu. W tym
celu rozwax»my jednowymiarowy oscylator harmoniczry o czjstoxci! . Hamiltonian dla takiego
uk®adu ma posta¢:

PP, m2

H= om + Tx (5.11)
Hamiltonian ten prowadzi do prostych réwna« ruchu:
@ _ p @ 2

X= — = —; = —= m! 5.12
=@ m P & (5.12)

Rozwijzanie tych réwna« ruchu dla warunku poczitk owegox(0) = xg, p(0) = pg ma posta¢:
x(t) = xpcos(t)+ np:—?sin(! t); (5.13a)
p(t) = pocoq!t) m! xgsin(!t): (5.13b)

W medanice kwantowej jednowvymiarowy oscylator harmoniczry opisary jest réwnaniem Scro-
dingera([7, 6]):
2
; CHY = 2,2 Y-

Rozwa»ny funkcj; falowj w postaci unormowanej paczki gaussavskiej:

1

i m
( x:t) = d g 2= (O, (5.15)

m< (t)

Kszta?t paczki opisuje zmienry w czasieparametr (t). Zgodnie ze wzorem (5.7¢e) faza funkcji
falowej jest ca®kowicie zdeterminaovana przez ewolucj; parametru (t) i wyra»asi; wzorem:

Z

M) = < ()d: (5.16)

2
Za2o»ny, »ew chwili poczitk owej paczla falowa jest opisanaprzezwarunek (0) = k! , gdzie

k jest dowolnj sta®j bezwymiarow;j i zbadgmy dalszj ewolucj} naszejpaczki. Zgodnie z naszymi

poprzednimi rozwa»aniamiparametr (t) spe?niard»niczkowe réwnanie Riccatiego:

()= i)+ (5.17)

Wykonujjc podstawienie linearyzujjce rownanie Riccatiego (t) = %—% otrzymujemy rowna-
nia na parametry d(t) i n(t) zgadne z rownaniami klasyczrymi (5.12)°.

d(t) = %; n(t) = m! 2d(t): (5.18)

SWielk o£cid(t) i n(t) ewoluujj tak samojak odpowiednio klasyczne po®o»eniei klasyczny p'd.
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Mamy pewn;j dowolno+¢w wyborze warunku poczjtk owego dla wielkoxcin i d zgodnegoz wa-
runkiem poczijtkowym na parametr (0) - mo»eny wybra¢ je z dok?adnozcijdo sta?ej multipli-

katywnej, ktéra nie ma oczywitcie»adnegoznaczenie zycznego, gdy» u;e{oﬂisi: podcz%sdzie_
lenia. Mo»eny wybra¢ warunek poczijtkowy na przyk®ad tak: d(0) = i —,n(0)=k -m!.
Z rozwijzania klasycznegonatychmiast odczytujemy rozwijzanie rowna« (5.18):

r—

i #[cosc t) iksin(! t)]; (5.19a)

d(t)
n(t)

To pozwala nam wypisa¢ ca®erozwijzanie rownania Scrodingera bez koniecznoxcjego rozwij-
zZywania:

P [kcog! t) isin(!t)]: (5.19b)

o~ i coglt) iksin(lt) f
(XV= 57 “keostn fsn(i °©

m! kcog!t) isin(!t) W2
2~coq!'t) iksin(t)"
(5.20)

® exp

gdziefaz] (t) mo»nawyliczy¢ ze wzoru 5.16.

Taka funkcja falowa opisuje dobrzeznanez kursu medaniki kwantowej stany pulsujjce zwane
w optyce kwantowej stanami cinijtymi.

Warto w tym miejscu zauva»y¢, »e jexli w chwili poczitk owej wybraliby+my k = 1 to ca®a
zale»no+@d czasu pozostaniejedynie w fazie funkcji falowej, ktora jest niemierzalna (reszta
uprozxcisi} zewzglidu nato, »en(t) i d(t) bjdj wtedy do siebieproporcjonalne). W ten sposéb
otrzymamy jeden ze standw stacjonarnych réwnania Scrodingera (5.14).

2 Gaussowski stan stacjonarny

W przytoczorym przed chwilj przyk®adzie jednowymiarowy stan pulsujicy w szczegoélgm
przypadku przedodzi® w stan stacjonarry, czyli stan, ktérego jedyna zale»nox@od czasujest
w zmienigjjcej si} fazie. Przedstawi] teraz ogolry przepis na konstrukcj, gaussevskiegostanu
stacjonarnegow przypadku n-wymiarowego uk®adu liniowego.

2.1 Warunki stacjonarnozci

Z najogolniejszej postaci gaussavskiej funkcji falowej (5.2) oraz wzordw (5.7) na ewolucj]
parametréw tej paczki wynika, »e aby stan ten by? stacjonarny musimy po2o»y¢R (t) = 0 oraz
P (t) = 0. Jesttak dlatego, »eréwnania na dynamik} +radka masy sj ca?kowicie odseparavane
od reszly i warunki R(t) = 0 i P(t) = 0 mo»naspe?ni¢ jedynie w ten sposob. Oczywitcie
wymagato réwnie», aby nie wyst!p owa2o zale»jceod czasuzewnltrzne pole jednorodne g(t)*.
Dlatego od tej pory zak®adany, »ezewnitrzne pole nie wyst|puje.

Aby nie zmienia?si} kszta®t paczki falowej musi by¢ spe@niory warunek:

d
R K =0 (5.21a)

4Samo pojlcie stanu stacjonarnego jest dobrze zde nio wane dla hamiltonianéw niezale»rych od czasu.
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gdy» tylko cz}+¢ rzeczywista macierzy K ma wp?w na mierzaln; ewolucj, kszta?tu. Jednak
wzor (5.7a) na ewolucj; K sprziga ze sobj cz|+¢ rzeczywistj i urojonj macierzy K, a zatem
jedynym sposolem na zapewnieniewarunku (5.21a) jest spe®nienieanalogicznegowvarunku dla
ca?ejmacierzy:

da_ o
EK\ =0 (5.21b)

Ostatnim warunkiem na stan stacjonarry jest bez+ladao+¢cz!+ci urojonej macierzy K, ktéra
wynika ze wzoru (5.7d) (N- = 0). Warunek ten jest jednak automatycznie spe®niory jezlitylko
speniory jest warunek (5.21b), gdy» réwnanie Scrddingera zachowuje unormowanie funkcji
falowej i jetli kszta?t paczki sij nie zmienia to nie ma mo»liwotci aby ewoluowa?a wielkox¢
normalizujjca funkcj; falowj N (t).

2.2 Algebraiczne macierzo we rownanie Riccatiego

Warunek (5.21b) sprovadza si; do problemu znalezieniarozwijzania, tzw. algebraicznego
macierzavego réwnania Riccatiego (patrz [22]):
h i
0= iKZ+iVv "Kg: (5.22)

Macierz K o nie zale»yod czasui opisuje kszta gaussevskiegostanu stacjonarnego.

Satwo jest sprowadzi¢ to réwnanie do ukaadu réwnax liniowych wykonujic, tak jak w przy-
padku zale»negood czasuréwnania Riccatiego, podstawienie (5.8). Nale»y bowiem zauwa»y¢,
»ejexliuda nam si! znale'¢takie dwie macierzeN (t) i D (t), ktére b!dj miady postag¢:

Do E(t); (5.23a)
Ko E(1); (5.23b)

B(t)
K (1)

gdzie ca®azale»no+bd czasuobu macierzy znajduje si! w nieosoblivej macierzy E (t), to wtedy
macierzK o zde niowana zgodnie z (5.8):

Ro= RO BMO= N EOE ') Byt= 1o 8,? (5.24)

jest niezale»naod czasu. Ca®y zatem problem rozwijzywania réwnania (5.22) sprowvadzasi; do
znalezieniaodpowiednich macierzy N (t) i D (t).

Okazuje sij, »e znalezienietakich macierzy nie jest trudne. Przypominajjc sobie bowiem,
»e kolumny tych macierzy spe®nigjj dok®adniete samerdéwnania co klasycznepo?o»eniai pdy
od razu zrozumia®ejest, »e wybierajjc jako kolumny klasyczne mody w2asneproblemu (4.18)
macierzeD (t) i K (t) b!dj miady poszukinanj w2asno+®5.23). Wtedy bowiem macierz E (t)
jest diagonalnj macierzj wykaadnikéw typu €' it, a macierze Do i Ko majj w i-tej kolumnie
odpowiednio amplitud} po2o»eniai pjdu modu w2asnegoo cz|stotci! ;. Zatem problem znale-
zienie stacjonarnegogaussavskiegorozwijzania rownania Scrédingera (5.1) sprovadza si} do
znalezieniaklasyczrnych moddw w?asrych problemu.
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2.3 Wyboér modéw wiasnych do konstruk cji K,

Przedstaviony powy»ej sposébkonstrukcji macierzy K o opisujicej stan stacjonarry nie jest
jeszczekompletny. Nale»y zauwva»y¢hbowiem, »edo konstrukcji tej macierzy jest potrzebnych n
niezale»tych® moddw w2asrych. Jednak rozpatrywany uk2ad klasyczry, z ktbrego modéw mamy
skorzysta¢ jest n wymiarowy i zatem posiadaa» 2n modéw w?asrych. Naturalnie pojawia si;
wilc pytanie, ktére mody w2asnenale»ywybara¢ do konstrukcji macierzy Ko.

Do tej pory nie wykorzystalitnmy jeszczejednegowarunku jaki musi spe®niat¢ka»damacierz

opisujjca stan gaussaski. Ot6», aby mog?to by¢ stan gaussavski to czj+¢rzeczywista< K
musi by¢ dodatnio okrexlona. Jest to kryterium, ktére rozstrzyga o wyborze modow w2asrych
potrzebnych do konstrukeji stacjonarnejmacierzy Ko - nale»ywybra¢ takie mody, aby macierz
K o mia®a dodatnio okretloni czjxCrzeczywist;.

Nie zawsze jednak mox»na takiego wyboru dokona¢. Okazuje sil bowiem, »e jetli uk®ad
opisywany klasyczrymi réwnaniami ruchu jest niestabilny, tzn. przynajmniej jeden z modéw
waasrych ma nierzeczywistj (zesplonj lub urojonj) czjstox¢w?asnj, to nie mo»na wybra¢
moddw w3asrych tak, aby skonstruowana znich macierz Ko speniadapowy»szywarunek. Tym
samym istnieje pe®nakorespondencjapomildzy stabilnoxcij uk®adu klasycznego,a kwantowego.

W tym miejscu warto podkrezli¢, »e nawet jexli hamiltonian nie jest ograniczory od do2u
(jak np. w uk®adzie obracgjcego sil z odpowiednio du»j pridk oxcij potencja®u harmonicznego
opisanegow rozdziale2), ale posiadawszystkierzeczywistecz|stotciw2asneto istnieje dla takiego
uk®adu kwantowy gaussevski stan stacjonarny, cho¢ nie jest to oczywitciestan podstawowy.

W dalszej analizie bjd} zak®ada?, »e rozpatrujemy uk®ad w obszarzestabilnotcii tym sa-
mym istnieje stacjonarry stan gaussavski dla rozwa»anegoproblemu. Dla potniejszych celdv
oznaczny takj paczK (bezunormowania) przez:

o(r) = exp gr Kor (5.25)

gdzie macierz K spe2niawarunki stacjonarnegoksztatu (5.21b).

3 Pozosta?e stany stacjonarne

W poprzednim punkcie przedstawi®em przepis na konstrukcj} stacjonarnegostanu gausse-
skiegonaszegouk®adu u»ywajic jedynie klasyczrych modéw w2asrych. Nast|pnie wykaza®em,
»ejest on jedynym stacjonarnym stanem gaussavskim. Pojawia sij naturalnie pytanie o inne
stany stacjonarne - najlepiej zupe?ry ich zbiér. Okazuje si}, »ewykorzystujjc znaleziory ju»
stan gaussavski oraz klasycznemody w2asnemox»naskonstruowa¢ wszystkie stany stacjonarne.

3.1 Ruch paczki o sta?ym kszta?cie

Réwnania (5.7) dopuszczg w oczywisty sposGbewolucj; polegdici ha ruchu stacjonarnej
paczki (5.25) po klasycznejtra jektorii. Funkcja falowa opisujjca takj sytuacj, ma posta¢:
(r:)= Né O=exp g(r R()) Ko r R+ PO (5.26)

®Niezale»no+@modéw jest niezb!dna, aby zapewni¢ nieosobliwo+¢macierzy Do.
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gdziewektory R (t) i P (t) spe?nigjj klasyczneréwnania ruchu (4.17b). Wybierzmy specy czne
rozwijzanie klasyczrych réwna« ruchu - mod w2asry o czjstotci ! ;:

1 -
R (t) “Roe "it; (5.27a)

P (1) 1p 0e it (5.27b)

Ro i P si amplitudami modu klasycznegospe®nigjce uk?ad réwna« (4.19), a jest dowoln;j
sta?j normalizujici mod, ktérj pétniej wybierzenmy w odpowiedni sposdb.
Zgodnie z rownaniem (5.7e) faza takiej funkcji falowej spe®niarownanie:

~ P2 m
= — < —+ — =
t) ST Ko) >+ SR ¥V R
- TR+ MRoV Ry O e 5.28
= 5 r(<Ko) 5270 0 57 € : (5.28)

Przy za?o»eniu»ew chwili poczijtk owej faza funkcji falowej by?a wybrana jako (0) = 0 otrzy-
mujemy wzor na faz;:

~t 1 m P3 -
(t) = ETlr(<|<‘0)+Ti ﬁROO Ro 2m°2 1 e 2t (5.29)
Wtedy funkcja falowa (5.26) (przy wykorzystaniu oznaczenia(5.25)) ma posta¢:
(r;t) = Nexpi- gR K\OR+@rK\OR+|:r P ofr) =
_ ~t m?Ro ¥V Ro P3 20l it
= Nexp ETr(<l€o)+ 220 m 1 e
I#
- Ko Ro+ iP
S5RoRoRoe #iter TEOTOTIO o). (5.30)
Woprowadzgjjc nhastipujjce oznaczenia:
1
0o = STr(< Ko); (5.31a)
1
= 4~ :m P(2) mZR0 ¥ Ro ; (5.3lb)
E
1 .
= 5= mKo Ro+ iPg ; (5.31c)
h i
1
= T m?Ry 21Ky ¥ Ro+P3 (5.31d)
S

funkcja falowa daje si} zapisa¢w postaci:

(r;t)=Ne e'°exp e?it+2 re®it r): (5.32)
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3.2 Wybo6r modu wzbudza jjcego

W tym miejscu nale»y podkrezli¢,»eparametry i sj réwne zero jezli wybierzenmy mod,
ktéry zosta2u»yty do konstrukcji macierzy K. Wtedy bowiem zacodzi nast!pujicy zwijzek:

RoRo= LPg: 5.33
o Ro m' 0 ( )
Ten wniosekwynika bezpotrednioz konstrukcji macierzy Ko = L-No Dy, gdy»jetliRo i Po
sj k-tymi kolumnami odpowiednio macierzy D i N, to oczywitciemamy:
01
0
0
D, Ro= B1&; (5.34)
0
0

gdzie 1 stoi na k-tym miejscu, a na pozosta?y@ 0. Stid automatycznie wynika, »e parametr
zadary wzorem (5.31c) rowny jest 0.

Dodatkowo nale»yzauva»y¢(wykorzystujjc zale»nox®.33), »ew takim przypadku réwnanie
(5.31d)na ma postac:

. 1
= T 2 iIRgPg mMRoV Ro+ EPg : (5.35)
s

Z drugiej strony jednak wiemy, »e amplitudy Ro i P o muszj spe®nia¢ réwnania wynikajjce
z warunku (4.19):

0; (5.36a)

: 1
"Ry iliRo+ —Po

mV R " Py iliPg o: (5.36b)
Mno»jc réwnanie (5.36a) skalarnie przezP ¢, a réwnanie (5.36b) skalarnie przezR ¢ oraz dodajjc
do siebiei wykorzystujic antysymetryczno+¢macierzy " otrzymujemy:

2l iRgPg mRoV Ro+ =P2= 0 (5.37)
Zatemw tym przypadku rownie» parametr  opisary wzorem(5.35) jest rowny 0i funkcja falowa
(5.32) sprowvadza i} do ju» znalezionegostacjonarnegostanu gaussavskiego(5.25).

Od tej pory, bezzmniejszaniaogélno+cirozwa»a«, bjdziemy zak®ada¢ »ewybrany przeznas
mod nie posu»y3do skonstruowania macierzy K o.
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3.3 Rozwinijcie w stany stacjonarne

Okazujesil, »efunkcja falowa (5.32) jest superpozycjj ca®ejrodziny funkcji w2asrych naszego
problemu - rodziny wzbudze«o cz|stoxci! ;.

Po pierwsze zauvax»ny, »e dowolna dotychczaszmienna mo»enam teraz pos2u»y¢,aby
uprozci¢ wyra»enie na funkcj; falowj. Jezli bowiem wybierzeny ji odpowiednio, to mo»eny
sprawi¢, »ewspddczynnik = 1. Spowoduje to odpowiednie przeskalowanie wektora . Funkcja
falowa ma wtedy posta¢:

(r;t)=Ne e'°exp e?it+2 re™it ((r): (5.38)

W tym momencienale»yprzypomnie¢znary powszetnie fakt o funkcji tworzjcej dla wielo-
miandw Hermitte'a H,( ). Otd» zadodzi zale»nox¢patrz np. [7]):

2 R z"
e "2 z2= Hy( )= (5.39)
2o n!
Przeprovadzgic to rozwini'cie w funkcji falowej (5.38) (dla = riz= e ") otrzymujemy:
% .
(r;t)=Ne e ' mHn( rje ™ it o(r): (5.40)
n=0

Widzimy zatem, »e naszafunkcja falowa jest superpozycjj standw, ktérych ewolucja polega
jedynie na ewolucji fazy - standw stacjonarnych. Dla ka»degon mamy okrexlory jeden stan
stacjonarry, czyli n-te wzbudzeniei-tego modu. Zatem funkcjj falowj stanu stacjonarnego
(nieunormowani) jest: _

() =Hn( 1) ofr): (5.41)

Funkcja ta jest funkcjj w2asnj hamiltonianu z wartoxcij w2asnij ED = -1+ -~ 0. Przepro-
wadzgijc w ten sposébkonstrukcj; dla wszystkich moddw waasrych otrzymujemy wzbudzenia
pozosta?ydh modow.

Jak ju» wcze+niejwspomina®emrozwinijcie w inne stany stacjonarne jest mo»liwe tylko po-
przez wykorzystanie modéw, ktére nie pos2u»y2ydo konstrukcji macierzy K. W tym momencie
fakt ten ma bardzo dobrj interpretacj]} zycznj. Otd» jetli hamiltonian (4.16) jest dodatnio
okrezlory, to poprawnj macierz Ko otrzymuije si! wybierajic do jej konstrukcji mody o dodat-
nich cz|stotciat w2asrych. Wtedy do konstruowania standnv wzbudzorych poprzezrozwinijcie
(5.38) u»ywamy moddw o cz|stoxciad ujemnych. W ten sposdbpowstajjce funkcje falowe opi-
sujj stacjonarne stany kwantowe, ktére sj funkcjami w2asrymi hamiltonianu, ktérych warox¢
w2asnarozniez n. Z drugiej strony, jexli hamiltonian nie jest dodatnio okrezxlory, to niektére
z modéw wybranych do konstrukcji macierzy K o maji ujemn;j cz!sto+¢. Tym sanym do konstru-
owania niektérych standw wzbudzorych bjdziemy u»ywali modéw o dodatniej cz|stotcii tym
sanmym ich wartox¢w?asnieb}dzie mala?az n i nie bjdzie ograniczonaod dodu.

Ostatecznie,poniewa» uda?o si; skonstruowa¢ wzbudzeniadla ka»degon dla ka»dejcz|sto+ci
waasnej, a z drugiej strony wienmy, »e uk®ad daje sij sprowadzi¢ transformacjj kanonicznj do
uk?adu trzech niezale»iych oscylatorv harmoniczrych, to tym samym uda®o nam si} skonstru-
owat zupe?ry uk®ad standw w2asrych hamiltonianu kwantowo-medanicznego.
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Rozdzia? 6

Jakozciove uwzgldnienie oddzia®ywa«

W ostatnim rozdziale swojej pracy postaramsi; przedstawi¢ prosty model teoretyczrny umo»-
liwiajjcy jakoxciave uwzglidnienie wpdywu oddzia?ywa« mijdzy atomowych na dynamik] uk2adu.
Oczywizciedotychczasave rozwa»aniana temat dynamiki tradka masy uk®adu sj wcij» aktualne,
gdy» jak ju» wykaza®emw pierwszym rozdziale jest ona ca®kowicie odseparavana i niezale»na
od dynamiki wewnitrznej uk®adu. Jestto szczegolnav®asno+@ynamiki w potencja®ad harmo-
nicznych.

1 Nielinio we réwnania Schro dingera

Uwzglidnienia oddzia®ywa« mijdzy atomowych dokonamw najprostszy mox»liwy sposéb- me-
tod; polatredniego.Punktem wyjtciajest hamiltonian oddzia?ujjcegouk®adu bozondv w jjzyku
drugiej kwantyzacji (1.14):

z 2, 2
r m
t = d3r by(r) +—rVr bry+
7 7 2m 2
+ % dr dBr ODY(ryby(r Qu r 1 0 b(r 9 byry: (6.1)

Wykorzystujjc réwnania Heisseerga (patrz np. [6, 25]) z wielocia?ovym hamiltonianem
(6.1) wyprowadzany réwnania na ewolucj! operatoréw pola?:

h i
bir;t); =

i~@9(r ;)
~r 2 m 0 z 3. 0 by O 0 by, O b

— Yy A A CE)-

o + —2r r+ d°r r5uU ror (r 5t) B(r;t):

W nastjpnym kroku rozk®adany naszoperator pola na dwie cz}tci- jegowartot+¢oczekiwanj
( r:t) = hB(r;t)i oraz ca?j reszt! bqr;1):

birity= (r;t)+ bYr;t): (6.2)

Iwykorzystujemy relacje komutacyjne dla bozonowych operatoréw pola (1.12).
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Funkcja ( r;t) bjdzie pe?nidarol; parametru porzjdku, a historycznie nazywa si; ji funkcji
falowj uk?adu?. Celemrozwa»anejprzez nasteorii pola rednieggest znalezienieréwna« dyna-
micznych na tj w2axniewielkox¢przy za?o»eniu»ew?aznieta wielkox¢w pewrnym przybli»eniu
opisuje dobrze zadhowanie naszegouk®adu, tzn. cz|+¢operatorova bojest w jakimz+ sensiema®a
i mo»najj traktowac jako zaburzenie.

W takim przypadku rownanie na ewolucj; (6.2) w pierwszym przybli»eniu ma posta¢:

2, 2 z

e D0 00 @ O%ur r0 () (i (63)

i~@( r;t) =

Otrzymane réwnanie jest rownaniem nieliniowym na funkcj; falow;j ( r;t) dlatego nazywa
si} je nieliniowym réwnaniem Sdrédingera Warto podkrezli¢ w tym miejscu, »e nie podwa-
»any jednak tym samym postulatu medaniki kwantowej o jej liniowym charakterze. Nielinio-
woz¢pojawida sii wy?jcznie z powodu naszegaoprzybli»enia operatora pola przez jego wartox¢
oczekiwnani.

Przybli»enie takie pracuje najlepiej, gdy poszczegolneatomy oddzia®uj; ze sobj jedynie na
bardzo krotkich odleg?o+ciak. Takie oddzia®ywanie mo»eny zamadelova¢ potencja?emtypu
(patrz np. [25]), tzn. przyji¢, »e oddzia®ywanie nastjpuje jedynie, gdy czjstki si| znajdujj
w tym sanmym punkcie przestrzenf:

ur® r)=g % r): (6.4)
W zale»nozcod znaku sta®ej g oddzia?ywanie miedzy atomami jest przycij gajjce lub odpycha-
cheI.Drzy zastosevaniu takiego modelu oddzia?ywania réwnanie (6.3) ma posta¢:
2, 2
2m

i~@( r;t) =

+ %r Or+g(r:n2 (rit: (6.5)

Jestto tzw. réwnanie Grossa-Pitaevskiiegd wyprowadzoneniezale»nigeszczew latach '60 przez
Grossa[24] i Pitaevskiiego [23]. Réwnanie to jest bardzo cz|sto punktem wyj+cia przy opisie
kwantowo-medaniczrnym zjawiska kondensacjiBosego-Einsteinai jego w2asnozxcisj gruntownie
przestudiovane (np. w przeglidowym artykule [25]).

2 Logarytmiczne rownanie Schr6 dingera

Rownanie Grossa-Pitaevskiiego(6.5) jest dobrze uzasadniolym réwnaniem w przypadku
uk®adon, w ktérych zadodzi kondensacjaBosego-Einsteinai daje wyniki, ktére dobrze pa-
sujj do danych dozxwiadczalygch [25]. Jest to jednak réwnanie bardzo skomplikowane i jego
rozwijzania sj znanejedynie numeryczniew konkretnych sytuacjad.

2Jest tak dlatego, »e wyra»enie j( r)j? jest w pewnych warunkach proporcjonalne do g!sto+ci atoméw
w punkcier .

3Jest to oczywitcie skrajny model matematyczny oddzia®ywania krétk ozasilgowego.

4Réwnanie Grossa-Pitaevskiiego formuuje si! najcz!+ciej w ogélniejszej postaci dla dowolnego potencjadu ze-
wnjtrznego. Wtedy zamiast wyra»enia 3-r ¥ r pojawia si! dowolny potencja? Vex (r ).
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W latach '70 zupe?nie z innych powoddw [26] rozwa»anoinne réwnanie typu nieliniowych
réwna« Scrédingera, tzw. logarytmiczne réwnanie Schrédingera, ktérym réwnie» mo»nasymu-
lowa¢ oddzia?ywanie mijdzy atomowe w uk®adzie. Réwnanie to ma posta¢:

2
@i = ot 24 Vea(ri) blog(i ( 107 ( rit) (6.6)

gdzie sta®a b ma wymiar energii i okretla si] oddzia®ywania mijdzy atomowego. Sta%a a jest
jedynie sta®j wymiarowj zapewnigjici bezwymiarovox¢argumentu funkcji logarytm. Nie ma
onaznaczeniazycznedo, gdy»jest niemierzalnaw »adrym eksperymencie. W ka»dymprzyjit ym
uk?adzie jednostek mo»eny przyji¢, »ejest rowna 1.

Réwnanie (6.6) ma bardzo wiele ciekawych w2asnozci[26, 27], ale jedna z nich jest dla nas
kluczowo wax»nai jest powodem zastosavania tegoréwnania, a nie réwnania Grossa-Pitaevskiiego
w dalszejanalizie - znanejest jedno analityczne stacjonarnerozwijzanie rownania (6.6) w przy-
padku uk®addw liniowych. Jestto rozwijzania gausseskie. Zilustrujmy t; waasno+& najprost-
szym przypadku - jednowymiarowym oscylatorzeharmoniczrym.

2.1 Logarytmiczne rownanie Schro dingera dla oscylatora harmonicznego

Stacjonarnelogarytmiczne rownanie Sdrédingera dla oscylatora harmonicznegoo cz|sto+ci
w2asnej! ma posta¢(a = 1):

i  Imiae bio (G i) )=E (x): (6.7)
omaxz T 2™ 9 - ' '
Po wprowadzeniu nowych bezwymiarovych wielkoxci , , (d®ugozx¢,energia, sta®a oddzia?y-
wania): P
~ ~I
= - = __ - = ~I
X el E > b=~ (6.8)
réwnanie (6.7) mo»nazapisa¢w postaci:
d? 5 - _ )
gz " 2 log( i) ()= () (6.9)

Satwo mo»nasi! przekona¢,»eunormowana funkcja gaussewska:
1
()= — ‘e =; >0 (6.10)

spe@niaréwnanie (6.9) dla dowolnego . Rzeczywitciewstawiajjc t; funkcj; do rownania (6.9)
otrzymujemy:
224+ 2 Jog—+2 %= (6.11)

Poniewa» rownanie to musi by¢ spe?nionedla dowolnego otrzymujemy warunek na parametr
opisujicy ksztadt paczki gaussavskiej oraz jej bezwymiarownj energi,

1 2+2 = 0 (6.12a)
(6.12b)

log —
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()

04

0.2

-3 -2 -1 1 2 3

Rysunek 6.1: Rozwijzanie stacjonarnego logarytmicznego réwnania Schrodingera (6.9) dla trzech ré»nych war-
totciparametru . Rozwijzanie rownania beznieliniowozci( = 0) ilustruje linia czarnapogrubiona. Linie cienkie
ilustrujj rozwijzania réwnania z nieliniowozcij: czarna przycij gajice ( = 2), szaraodpychajice ( = 2).

Z réwnania (6.12a) wynika, »e = + P— + 1 opisuje stacjonarnj paczK gausswsk;° dla
dowolnego . Jak wida¢ z rysunku 6.1 dodatnie mo»nainterpretowa¢ jako efektywne oddzia-
dywanie przycij gajice, a ujemne jako odpychajjce.

Ta podstawowa w2asnox@réwnania logarytmicznego,tzn. istnienie gaussavskiegorozwijza-
nia stacjonarnegodla uk®addw liniowych, pozwala dok®adnie przeanalizava¢ wp2yw nieliniowozci
na dynamik} uk®adu i jakoxciave uwzglidnienie oddzia®ywania w opisie.

3 Logarytmiczne rownanie Schrodingera dla wirujjcej pudapki

Uwzglidnienie jakozciave oddzia?ywa« mijdzy atomowych w obracgjcej sij pu®apce harmo-
nicznej oznacza(patrz [2]) zastjpienie rownania Scrodingera (5.1) przezrownanie (6.6) z odpo-
wiednimi cz2onamiodpowiadajjcymi za sidy pu?apki i sity pozorné® (pomijamy nieistotn; sta?;
a):

2
. ~ ~ m . .
i~@(r;ty=  —r 2+ —r "r +—=rVr blog(j(r;t)j?) (r;t): (6.13)
2m I 2
°Drugie rozwijzanie réwnania kwadratowego (6.12a) = P— + 1 jest zawsze ujemne i tym samym nie

opisuje paczki gaussavskiej.
®Problem rozwijzujemy tak jak dotychczas- w uk®adzie obracajjcym si! razem z pu®apki
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3.1 Ewolucja paczki gaussowskiej

Podobnie jak to by2o zrobionew rozdziale 5. analiz] dynamiki kwantowej rozpoczynary od
analizy dynamiki paczki gaussaskiej. W tym celurozwa»any najogoélniejszij paczk gausswsk;
postaci:

(r;t)= N@t)e OFexp g(r Rt) K@) (r R(@)) + i:r P(t) : (6.14)

Przeprovadzgjc analogicznerachunki jak w punkcie 1.2 rozdzia®u 5. otrzymujemy wzory na
ewolucj, parametrow paczki podobne do wzordw (5.7). Tym razem spodziewamy si} jednak, »e
parametr mierzjcy nieliniowox¢b pojawi si; w tych wzorad. Réwnania ewolucji majj posta¢:

h i

@ = iR+ iv MR +2ime<K\(t); (6.153)
dR(t) _ P() & _

5 T mo R(1); (6.15b)
% = mVR@ "P@); (6.15¢)
PO = M=k, (6.15d)

_ 2
% = TH<R©) Pz(r;) + DR ¥ R(): (6.15€)

Jak wida¢ z powy»szyd wzordwv tym razem rownie» dynamika +radka masy ca?kowicie si; od-
separava®a od dynamiki wewnjtrznej. Jestto oczywitciezgadne z wynikami przedstavionymi
w rozdziale 1. Jak bowiem jest tam wykazane separacjataka zacdodzi niezale»nieod postaci
oddziaywa« mijdzy atomowych, ktére doprowadzidy nasdo nieliniowegoréwnania Schrodingera.

Waasnozcij logarytmicznegoréwnania Scrédingera jest natomiast fakt, »e ca®ainformacja
0 nieliniowozciuwidacznia si} jedynie we wzorze na ewolucj; ksztadtu paczki (6.15a). Oczywi-
*cieta nieliniowox¢wp?ywa réwnie» potredniona ewolucj, sta?ej normalizacyjneji fazy (wzory
(6.15d) i (6.15€)), gdy» wyst'puje tam zale»no+®d macierzy K (t).

Jak wida¢ ze wzoru (6.15a) nieliniowo+¢sprz!ga si! do cz!+ci rzeczywistej macierzy K (t).
Tym sanmym réwnanie (6.15a) przestge by¢ macierzavym réwnaniem Riccatiegoi nieznary jest
sposObposzukivania analitycznegorozwijzania takiego réwnania.

3.2 Rozwijzania stacjonarne

Podobnie jak w przypadku bez nieliniowoxciw stanie stacjonarnym *radek masy musi by¢
w stanie réwnowagi (jedyny stan rownowagi opisary jest warunkami R(t) = 0i P(t) = 0).
Istotne pozostge zatem jedynie réwnanie na kszta?t Ko stacjonarnegostanu gaussavskiegowy-
nikajjce z réwnania (6.15a)i warunku dK o=dt = 0 (od teraz przyjmujemy taki ukdad jednostek,
w ktérym m = 1, ~= 1):

h i
0= iKZ+iV " Kg +2b<K, (6.16)
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lub rozdzielgjc macierz Ky na cz!+¢rzeczywistj i urojonj Kq = A+ iB otrzymujemy réwno-
waxry rownaniu (6.16) uk?®ad dwéch réwna« macierzavych:

h i
BA+ABE ™A (6.17a)
A
82 A240 B 4 bk (6.17b)

0

0

Rownania (6.17) sj nieliniowymi réwnaniami macierzavymi i dlategoich rozwijzanie w trzech
wymiarach jest bardzo trudne. G2dwnym celem rozwa»a« tego rozdzia®u jest jednak jedynie
jakozxciave zbadanie wp2ywu nieliniowozcina dynamik] i dlatego w tym miejscu upraszczany
nasz problem zak®adgijc, »epu®apka obracasi; woko? osi rownoleg?ejdo jednej z osi g2¢dwvnych
pudapki. Jak by?o pokazanew rozdziale 2. W takim przypadku dynamika wzd2u» kierunku osi
obrotu ca?kowicie odseparavuje sij od pozosta?yh stopni swobody i w naszymprzypadku bjdzie
opisywana tak jak jest przedstawvione w punkcie 2.1. Pozostge zatem do rozwa»eniaprzypadek
dwuwymiarowy opisujicy pozosta®estopnie swobody za pomocj macierzy 2 2 spe?nigjjcych
réwnania (6.17).

Rozwijza« bjdziemy poszukiwa¢ (tak jak w pracy [2]) w uk®adzie odniesienia, w ktGrym
macierz\) jest diagonalna. MacierzeV i * majj zatem postac:

O: VX O . N O

0 v, = 0 (6.18)

Macierze A i B parametryzujemy nast!puijjco:

A= 1 ; B= ! : (6.19)

2 2

Przy takiej parametryzacji rownania (6.17) sprovadzgjj sij do nastjpujjcego uk®adu szezciu
réwnac:

0 = 11+ ( +); (6.20a)
0 = 22+ ( ) (6.20b)
0 = (1+ 20 + (12+ 2+ ( 2 1) (6.20c)
0= 2+ 2 2 242 +V+2 ; (6.20d)
0= 2+ 3 2 Z+2b,+V 2 ; (6.20¢€)
0= (@ 1 2 +(2 9+ (12+ 2 (6.20f)

W dodatku C w punkcie 3. pokazanejest, »ejexlipu®apka nie jest symetryczna(tzn. Vy 6 Vy), to
rozwijzanie powy»szegauk®adu réwna« istnieje tylko wtedy, gdy = 1= , = 0, tzn. macierz
A musi by¢ diagonalna, a macierzB pozadiagonalna. Tym samym zagadnieniesprovadza si!
do rozwijzania trzech réwna« na pozosta®eniewiadome 1, i

"Sta*e 11 » stajj si! wartoxciami wiasrymi macierzy A.
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(1+ 20 (1 2 =0 (6.21a)
2 24V2+2p,+2 = O (6.21b)
2 5+ V2 o+ 2 = o (6.21c)

Pudapk a spoczywajjca ( = 0)

Na poczijtku zbadgmy zadtowanie sij rozwijzania, gdy pu?apka sij nie obraca. W takim
przypadku z réwnania (6.21a) od razu wynika, »ewspéczynnik = 0i pozosta?edwa réwnania
S prostymi rownaniami kwadratowymi na 1 2:

2+ V2+2b 4
5+ VP+2b

0 (6.22a)
0: (6.22b)

Sj to odpowiedniki réwnania (6.12a) de niujjcego kszta®t stacjonarnegorozwijzania dla jed-
nowymiarowego oscylatora harmonicznego. Zatem, tak jak nale»a®osi} spodziewa¢, problem
rozsepareva? si; na niezale»nejednovymiarowe oscylatory harmoniczne opisane logarytmicz-
nym réwnaniem Scrodingera (6.7).

Ostatecznie,w przypadku nieobracgjcej si! puapki harmonicznejistnieje jedno® rozwijza-
nie gausswskie logarytmicznegoréwnania Scrodingera:

1 = b+ 2 B2+ V2, (6.23a)
2 = b+ PP+ V2 (6.23b)
= o (6.23c)

Warto podkrezli¢w tym miejscu, »erozwijzanie gaussavskie zawvszeistnieje, nawet dla bardzo
silnegooddzia?ywania odpychajjcego (ujemne b).

Brak oddzia?®yw ania (b= 0)

Drugim przypadkiem szczeg6lgm jest pu®apka obracgjca si}, ale z wy?jczonym oddzia-
aywaniem prowadzjcym do nieliniowego réwnania Scrodingera. Jest to oczywitcieprzypadek
ju» dyskutowany w poprzednid rozdzia®ad.

Zale»nozGvarto+ci w2asrych czjtcirzeczywistejmacierzy Ko (determinujjcej ksztadt paczki
gaussavskiej) od pridk oxciobrotu pu2apki przedstawia dla przyk®adowej pu?apki (Vx = 2=3
i Vy = 4=3) rysunek 6.2. Z rysunku wida¢, »e paczka gausswska jest stabilna, tzn. macierz A
ma dodatnie wartotciw?asne,w tych przedzia?at pridk otciobrotu pu2apki, w ktérych stabilna
jest klasycznadynamika uk®adu (patrz rysunek 2.4 oraz punkt 5. w rozdziale 2).

8Tylko jedno rozwijzanie ka»degoz réwna« (6.22) jest dodatnie; podobnie jak by2o z réwnaniem (6.12a).
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(e
1
o

Rysunek 6.2: Wykres przedstawia zale»not@parametrow 1 i 2 w zale»nozciod pridk ozcikjto wej pudapki
przy braku cz?oru nieliniowego. Dla ka»dejwartotci  z obszaru stabilnozci istnieje dok®adnie jedno rozwijzanie
stacjonarne opisane parametrami 1 i 2. Parametry pudapki: Vx = 2=3i V, = 4=3.

Przypadek ogolny (b6 0i 6 0)

W ogoélnym przypadku analityczne rozwijzanie réwna« (6.21) jest niemox»line, gdy» jest to
uk?ad rowna« nieliniowych prowadzijcych do réwna« wy»szyh rzjdow na wspo?czynniki 1,
o i . Dlatego w tym przypadku rozwijzywa®em je numerycznie dla konkretnie wybranej
pu?apki harmonicznej (Vx = 2=3 i Vy = 4=3) oraz dwoch wartotci parametru b okrextlgjcego
wp2yw nieliniowoz=ci. Okazuje sij, »ew przypadku logarytmicznegoréwnania Scrédingera mogj
istnie¢, przy pewnych warunkad, réwnoczetniedwa, a nawet trzy rozwijzania gaussavskie.

Jak wida¢ z rysunku 6.3 dla oddzia?ywania przycij gajjcego (b= 1) dodatkowe rozwijzanie
pojawia sii w tym przedziale prjdk otciobrotu pu®apki, dla ktérego klasyczna dynamika jest
niestabilna oraz ponad tym przedzia®em. W zale»nozcbd sidy przycij gania mierzorym sta?j b
mox»nasprawi¢, »edla odpowiednio silnegoprzycij ganiaw ogodlenie istnieje obszarniestabilnozci
dla rozwijzania kwantowego. Tzn. paczka gaussavska jest stabilna, natomiast jako ca?ox¢
zgadnie z réwnaniami (6.15b) i (6.15c¢) ucieka z pu@apki.

Dla oddzia®*ywania odpychajjcego (b= 1) sytuacja jest najbardziej zaskakujjca (rysunek
6.4). Okazuje sii bowiem, »e rownie» w tym przypadku dynamika mo»e by¢ stabilizowana,
cho¢ mamy do czynienia z odpychaniem. Jak wida¢ na rysunku 6.4 w obszarzeklasycznej
niestabilnozciistniejj rozwijzania gaussavskie logarytmicznegoréwnania Scrodingera.

Ta jakozxciava analiza wp2ywu oddzia?ywa« wewnitrznych na dynamik} uk2adu pokazuije,
»e nieliniowo+¢w réwnaniu Scrodingera mo»edramatycznie zmienia¢w2asnoxciuk?adu, a od-
pychanie mo»estabilizowa¢ dynamik]. Te ciekawe w2asnozcinieliniowych réwna« Sdrédingera
majj szczegolnenaczenienp. przy dyskutowaniu w2asnozckondensatuBosego-Einsteing25].
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2,8
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1
=

2,4

2,0

Rysunek 6.3: Wykres przedstawia zale»not@parametréow 1 i 2 w przypadku przycij gajjcego oddzia®ywania
nieliniowego. Dla odpowiednio silnego oddzia®ywania (ten przypadek) zawszeistniejj stabilne rozwijzania. Dla
ma?dych i du»ych pridk oxcikjto wych istnieje tylko jedno rozwijzanie stacjonarne, ale dla potrednid istniejj dwa,
a nawet trzy wspé?istniejjce rozwijzania. Odpowiednie pary parametréw oznaczonesj tym samym stylem linii.
Parametry pu?apki: Vx = 2=31i Vy = 4=3.

2,8
2,4
2,0

1,6

1,2- = P

08K - e =V

0,4

0,0

0,0 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 3,6

Rysunek 6.4: Wykres przedstawia parametry 1 i » dla oddzia®ywania odpychajjcego. Chot jest dodatk owe
odpychanie w uk®adzie, to w poréwnaniu z przypadkiem braku nieliniowozci (rysunek 6.2) zmniejszy? sij ob-
szar niestabilnozci! Jest to bardzo zaskakujjce, gdy» niestabilnot¢ ta jest wywo®ana si?j od+rodkowj - rownie»
odpychajici. W tym obszarzesj dopuszczalnea» dwa niezale»nerozwijzania gaussavskie, ktorych parametry
oznaczonesj tym samym stylem linii. Parametry pudapki: Vx = 2=3i V, = 4=3.
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Dodatek A

Wyznaczenie sta?ych ruchu

W tym dodatku opisary jest sposo6b znalezieniasta®ych ruchu dyskutowanych w punkcie
3.2 z rozdzia®u 2. Sj one sparametryzavane macierzami O, T i W, z czegodwie pierwszes;
symetryczne. Jak dowodz] w punkcie 3.2 macierzete parametryzujj sta?eruchu jexli spe®niajj
macierzavy uk®ad rowna« (2.21). Aby znale'¢ rozwijzania tych rowna« u»y2em programu do
oblicze« symbolicznych Maple 8 rozpisujic ten uk®ad réwna« w pewrnym wybranym uk?adzie
wspo?rzidnych.

1 Przypadek zdegenerowany

Na poczjtku przedyskutuji poszukiwanie tych sta®ych w przypadku zdegenerwanym - gdy
obrét odbywa si} woké? jednej z osi pu?apki. Wtedy ruch wzglldem tej osi odseparavuje si;
i pozostgemy z problemem dwuwymiarowym. Bez zmniejszania ogélnoxciwybieramy uk®ad
wspéerzidnych, w ktérym obrét odbywa si! woké? osi z pudapki i macierz potencjadu ¥ jest
diagonalna:

N _ 0 . _ VX O
0 V= 0 (A1)
Macierze opisujjce kwadratowe sta®eruchu parametryzujemy nastjpujjco:
0= o 9 o f= I Ty e e Wy (A2)

ny Uyy , TXy Tyy , WyX Wyy

W takim przypadku uk®ad rowna« (2.21) jest rGwnowax»ry nastjpujicemu uk®adowi zwykaych
réwna« algebraiczrych:
0

0 0 2 0 0 0 2V 0 0 0o 1%yt
0o 0 2 0 0 0 0 2V, 0 0 Uyy
0 0 0 0 0 0 Vy WK B Uy
0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 T
0 0 0 0 0o 2 0 2 0 0 Tl _ g
0 0 0 0 0 0 1 1 Ty '
1 0 0 Vi 0 0 0 0 W
0 1 0 0 Vy 0 0 0 Wyy
0 0 1 0 0 Vs 0 0 Xy
0 0 1 0 0 vy 0 0 Wyx
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Zatemw tej reprezenacji sta®eruchu sj opisanewektorami rozpinajjcymi jjdro wystjpujjcej tu
macierzy Za pomocj programu Maple 8 2atwo sprawdzi¢ (komendarank), »ejjdro tej macierzy
jest dwuwymiarowe, zatem istniejj dwie staeruchu. Sj one opisaneza pomocj nastpujjcyc h
wektoréw (komendakernel ):

0 1
0 L V2+ 2V, W)

VZ+ (Ve W)

cocoorproXL
cooX<Lo

23 2W%+V)
2 3+ 2V + W)

Satwo mo»na sprawdzi¢, »e te dwie sta®e ruchu mo»na sprowadzi¢ do postaci niezale»nejod
naszejparametryzacji i dajj si} zapisa¢w postaci podanej przez wzory (2.23). Sj to w2azxnie
szukane sta?eruchu.

2 Przypadek ogolny

Przepis szukania sta?ych ruchu podany w przypadku zdegenerwanym mox»eny réwnie» za-
stosava¢ w przypadku ogélnym. Tym razem (obrot nastjpuje woké? dowolnie zoriertowanej
osi) problem jest bardziej skomplikowany, ale réwnie» daje sij do ko«ca rozwijza¢. W tym
celu wybieramy naszuk®ad wspé2rzjdnych tak, aby pridk ot¢kjto wa i macierz potencja?u mia?y

postac: 0 1 0 1
0 z y Vy 0 O
@, 0 WA V=@0 Vv, 0A: (A.3)
y X 0 0O 0 V;
Macierze opisujjce sta®eruchu parametryzujemy nastjpujjco:
0 1 0 1 0 1
UXX ny UXZ TXX Txy TXZ WXX ny WXZ
0=@u, Uy UA; T=@QT, T,y T,A; W=@w, W, W,A:
UXZ Uyz UZZ TXZ Tyz TZZ WZX Wzy WZZ
(A.4)

W takiej parametryzacji macierzavy uk®ad rowna« (2.21) jest rownowax»ry uk®adowi rowna«
(A.5) podanenu na nastjpnej stronie. W tym przypadku wystjpujica tu macierz ma jjdro

tré jwymiarowe co znaczy »ewystjpujj trzy staeruchu. Analogicznie jak poprzednio mo»na
znalel¢baz! rozpinajjci jidro tej macierzy* i sprowadzi¢do postaciniezale»nejod wyboru bazy
i parametryzacji. Majj onewtedy posta¢zadanj przezwzory (2.22).

1Sama posta¢ wektoréw jest du»o bardziej skomplikowana, dlatego zrezygnova?em z ich wypisania.
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Wyznaczenie sta?ych ruchu




Dodatek B

Programy do symulowania tra jektorii

Trajektorie z punktu 6. w rozdziale 2. oraz z rozdzia®u 3. symulowa?em na komputerze
za pomocj samalzielnie napisarych programdv w jjizyku Pascal Poniewa» rownania ruchu s;j
liniowe to do ca?kowania numerycznegou»y2em najprostszej metody Newtona z odpowiednio
madym krokiem. Poni»ej prezeruj} kody 'r6 d®owe tych programdw.

1 Dynamik a w dwoch wymiarac h
Kod programu

Program Trajektoria_2D;

uses crt;
const
DT = 0.00001;

(*- Plik do zapisu danych --*)
plik = 'dane.dat’;

(*-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)

Vx = 1;
Vy = 3;
Omega= 2;

(*-- Warunki poczatkowe --*)
x0 = 5;
y0 = 0;
px0 = O;
pyO = 5

’

var
Xy.px,py : real;
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70 Program y do symulowania tra jektorii

X2,¥y2,pX2,py2 : real;
f : text;

begin

x:=x0; y:=y0; px:=px0; py:=py0;
assign(f,plik);

rewrite(f);

repeat
px2:=px+(-Vx*x+Omega*py)*DT;
py2:=py+(-Vy*y-Omega*px)*DT;
X2:=x+(px+Omega*y)*DT;
y2:=y+(py-Omega*x)*DT,;
if ((round(x2*50)<>round(x*50))or

(round(y2*50)<>round(y*50)))

then writeln(f,x2,' "y2);
X:=X2; Yi=y2; pXi=pX2; py:=py2;
until  keypressed;

readkey;

close(f);

end.

2 Dynamik a w trzech wymiarac h
Kod programu

Program Trajektoria_3D;
uses crt;

const
DT = 0.0001;

(*- Plik do zapisu danych --*)
plik = 'dane.dat’;

(*-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)
Vx = 1;

Vy = 2
Vz = 3;
Omega= O;

(*-- Warunki poczatkowe --*)

x0 = 5;
y0 = 0;
z0 = 0;
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var

begin

Vx0 = 0O;
Vy0 = 5;
Vz0 = 0;

X,Y,Z,wx,wy,wz,Ax,Ay,Az . real,
xX2,y2,z2 : real;
dvx,dVvy,dvz,dx,dy,dz : real
a, T : real

f : text;

X:=x0; y:=y0; z:=z0; wx:=Vx0; wy:=Vy0; wz:=Vz0;
x2:=1000; y2:=1000; z2:=1000;
T:=0;
assign(f,plik);
rewrite(f);
repeat
a:=Omega*T;
AX:=-x*cos(a)*cos(a)*Vx-1/2*x*Vy+1/2*x*Vy*cos(a)*cos(a)
-1/2*x*Vz+1/2*x*Vz*cos(a)*cos(a)-1/2*y*sqgrt(2)*sin(a)*
cos(a)*Vx+1/4*y*sqrt(2)*sin(a)*cos(a)*Vy+1/4*y*sqrt(2)*
sin(a)*cos(a)*Vz+1/4*y*sqgrt(2)*sin(a)*Vy-1/4*y*sqrt(2)*
sin(a)*Vz-1/2*z*sqrt(2)*sin(a)*cos(a)*Vx+1/4*z*sqrt(2)*
sin(a)*cos(a)*Vy+1/4*z*sqrt(2)*sin(a)*cos(a)*Vz-1/4*z*
sgrt(2)*sin(a)*Vy+1/4*z*sqrt(2)*sin(a)*Vz;
AY:=-1/2*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vx+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*
cos(a)*Vy+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vz+1/4*sqrt(2)*x*
sin(a)*Vy-1/4*sqgrt(2)*x*sin(a)*Vz-1/2*y*Vx+1/2*y*Vx*
cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vz*cos(a)*
cos(a)-1/2*y*cos(a)*Vy+1/2*y*cos(a)*Vz-1/4*y*\Vy-1/4*y*
Vz-1/2*z*Vx+1/2*z*Vx*cos(a)*cos(a)-1/4*z*Vy*cos(a)*
cos(a)-1/4*z*Vz*cos(a)*cos(a)+1/4*z*Vy+1/4*z*V z;
AZ:=-1/2*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vx+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*
cos(a)*Vy+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*cos(a)*Vz-1/4*sqrt(2)*
x*sin(a)*Vy+1/4*sqrt(2)*x*sin(a)*Vz-1/2*y*Vx+1/2*y*Vx*
cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*y*Vz*cos(a)*
cos(a)+1/4*y*Vy+1/4*y*\/z-1/2*72*Vx+1/2*z*\/x*cos(a)*
cos(a)-1/4*z*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*z*Vz*cos(a)*cos(a)+
1/2*z*cos(a)*Vy-1/2*z*cos(a)*Vz-1/4*z*\Vy-1/4*z*V/ z;
dVx:=AX*DT;
dVy:=AY*DT;
dVvz:=AZ*DT,;
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dx:=wx*DT;
dy:=wy*DT,;
dz:=wz*DT;
T:=T+DT;
wx:=wx+dVXx;
wy:=wy+dVy;
wz:=wz+dVz;
X:=X+dx;
y:=y+dy;
z:=z+dz;
if ((round(x2*10)<>round(x*10))or
(round(y2*10)<>round(y*10))or
(round(z2*10)<>round(z*10)))
begin
writeln(f,x,’'
X2:=X; y2:=y;
end;
until  keypressed;
readkey;
close(f);
end.

Wy, L2),

22:=7;

then

3 Dynamik a z uwzglidnieniem
Kod programu

Program Trajektoria_Grawit;

uses crt;
const
DT = 0.00001;

Plik do zapisu danych --*)
= 'dane.dat’;

(=
plik

(*-- Parametry pulapki
Vx = 1;
Vy = 3;
Omega= 2;

(*-- Warunki poczatkowe --*)
x0 = 5;
y0 = 0;
px0 = O;

grawitaciji

i~predkosc obrotu --*)
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pyo = 5;

(*-- Przyspieszenie grawitacyjne --*)
9=2

var

X,Y,pX,py : real;
X2,¥y2,pX2,py2 : real;

T : real;
f : text;
begin

X:=x0; y:=y0; px:=px0; py:=py0; T:=0;
assign(f,'danel.txt");
rewrite(f);
repeat
pXx2:=px+(-Vx*x+Omega*py-g*sin(Omega*T))*DT;
py2:=py+(-Vy*y-Omega*px-g*cos(Omega*T))*DT;
X2:=x+(px+Omega*y)*DT;
y2:=y+(py-Omega*x)*DT;
if ((round(x2*50)<>round(x*50))or
(round(y2*50)<>round(y*50)))
then writeln(f,x2,' "y2);
X:=X2; yi=y2; pxi=px2; py:=py2; T.=T+DT;
until  keypressed;
close(f);
end.
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Dodatek C

Twierdzenia matematyczne

W niniejszym dodatku podaj; twierdzeniamatematyczne z dowodami, do ktérych odwodu;j|
si} w tek+cie.

1 Macierzo we rGwnanie Riccatiego
De nicja

Ré»niczlowym macierzavym n-wymiarowym réwnaniem Riccatiegonazywamy réwnanie po-
staci:

d*ﬁt(t) = R¥)+ K@) W+ WT R+ 0; (C.1)

gdzieW i O sj niezale»ymi od czasumacierzamin ni niezale»tym od czasuwspdiczynnikiem
liczbowym.

Twierdzenie

K (t) jest rozwijzaniem ré»niczlowegomacierzavegoréwnania Riccatiego(C.1) wtedy i tylko
wtedy gdy istniej; macierzeA(t) i nieosobliva B (t) spe2nigjjce ukdad réwnax:

% = 0 B@)+WT A@); (C.2a)
—d'it(t) = An W B (C.2b)

i wtedy rozwijzanie ma posta¢:
K ()= A1) B (t): (C.3)
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Dowdd

( Za26»ny, »eistniejj macierze A i B spe@nigjce ukdad réwna« (C.2). Wykorzystujic
oczywisty fakt, »e:

d 1 , dB 1
5t B H= B ot B (C.4)
i podstawiajjc do wzoru (C.3) za?o»onezale»no+c{C.2) otrzymujemy:
@) _ dAM) 41 g5 1980 41
dt dt

dt
O0BB '+WTAB '+ AB1AB '+AB'WBEB 1=
R2@t)+ R@t) W+ WT Rt)+ 0: (C.5)

Zatem tak zde niowana macierz K spe@niaré»niczlowe macierzave réwnanie Riccatiego (C.1).
) Za%6»ny, »e istnieje macierz K (t) spe@nigjjce ré»niczlowe réwnanie Riccatiego (C.1).
Zde niujm y nastjpujjce macierze:
z t
T exp K()+W d ; (C.6a)
0

B(t)
A(t)

R (t) B(t): (C.6b)

Obliczajjc pochodne po czasietak zde niowanych macierzy otrzymujemy:

% = (R@O+WB@w= A W B(@); (C.7a)
dAt) _ dR(1) dB(t) _
dt —  dt ORINC dt

R2t)+ K@) W+ WT K@)+ 0 Bq)+
K@) Ko +W B()
0 B@)+WT K@) Bit)=0 B@t)+ WT At): (C.7b)

Zatem rzeczywi+cietak zde niowane macierze A i B spe®nigjj ukdd réwna« (C.2). Row-
noczexnigéwnanie (C.6b) jest rownowa»nerdwnaniu (C.3). Zatem ka»derozwijzanie réwnania
Riccatiego daje si} przedstawi¢ w postaci (C.3).

Obserw acja

Wybierajic w niniejszych rozwa»aniah = i, 0 = i, W =" A= ik, B =mD
otrzymujemy rozwa»aniapodanew punkcie 1.2 w rozdziale 5.
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2 Wartoxci w2asne pewnej macierzy

Twierdzenie

Niech macierzeW, A, B b!dj macierzamirzeczywisymi n n. Niech A i B b!d; dodatkowo
macierzamisymetryczrymi. Niech macierz M b!dzie macierzj 2n  2n postaci:

W A
M = 3 WT (C.8)
Wtedy jetli jest wartoxcij wasnj tej macierzy to te» jest jej wartoxcij w2asn;.
Dowdd
Zauwa»ny, »ezadodzi nastjpujjca transformacja podobie«siva:
MT=SM S % (C.9)
gdzie macierz podobie«stva jest postaci (I jest macierzj jednostkow; n  n):
o
= : A
) f o (C.10)

Poniewa» macierze po?jczone transformacjj podobie«stva majj te same wartoxci w®asne, to
jetli jest warto+cij w2asnj macierzy M' to jest ona réwnie» warto+cij w2asnj macierzy M T.
Z drugiej strony operacjatranspozycji réwniex» nie zmienia wartoxci w2asrych. Stjd wynika, »e
musi by¢ réwnie» warto+cij wiasnj macierzy M . Jednak macierz przeciwna ma dokadnie
przeciwnewarto+ci waasne. Zatem macierz M musi mie¢ réwnie» warto+¢w?2asn;

Obserw acja

Wybierajic w niniejszych rozwa»aniah W = *, A = L1, B = mV otrzymujemy wnioski

podanew punkcie 2 rozdzialu 5.

3 Uk2ad réwna« (6.20)

W punkcie 3.2. w rozdziale 6. wykorzystalitrmy fakt, »enastjpujicy uk®ad rownax:

0 = 11+ ( +); (C.11a)
0 = 22+ ( ); (C.11b)
0 = (1+ 2 + (1+ 22+ ( 2 1) (C.11c)
0= 2+ 2 2 242 1+W+2 (C.11d)
0= 2+ 2 2 32+2b,+V, 2 ; (C.11e)
0= (@ 1 2 +(2 1+ (1t 2) (C.11f)
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ma rozwijzania dla pu?apki niesymetrycznej (Vx 6 Vy) tylko wtedy, gdy zadodzi zwijzek
1= 2= = 0. Udowodnijmy teraz ten fakt.

Po pierwszezauwa»ny, »eréwnania (C.11a), (C.11b) i C.11c) stanowij uk®ad trzech rownax
liniowych na parametry , 1i ». Satwo sprawdzi¢, »esj oneréwne:

(1 2 2 2
== “ = : = : C.12
1+ 2 ! ) 2 1+ 2 ( )

Stjd otrzymujemy natychmiastowy wniosek, »e 1+ , = 0. Wstawiajic wyliczone wielkozci
(C.12) do rownania (C.11f) otrzymujemy warunek:
4 2

2b (1+ o)+ =0 (C.13)
1t 2

Z drugiej strony jednak, odejmujjc réwnanie (C.11e) od réwnania (C.11d) otrzymujemy:
2v FH2 1 )t W+4 =0 (C.14)
Co, po wykorzystaniu wzordw (C.12), prowadzi do zwijzku:

4 2

(1 220 (1+ 2+ =,

+V V=0 (C.15)

Stid wida¢ natychmiast, »e jexli tylko pu®pka jest niesymetryczna,tzn. Vy 6 Vy, to muszj by¢
spe?nionezawszenastipujjce nierGwnozci:
1 2 6 0 (C.16a)
4 2

1+ 2

2b (1+ o)+ 6 O (C.16b)

Nieréwnox¢(C.16b) oznaczajednak, »e jedynym sposokem na spe?nienieréwnania (C.13) jest

warunek = 0. To pocijga za sobj, ze wzglidu na réwnania (C.12), dodatkowy warunek
1= 2=0.
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