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Nieliniowe rownanie Schrodingera w pulapce harmonicznej

Streszczenie

PrzedyskutowaliSmy wplyw nieliniowego rOwnania Schrodingera na dynamike kwantowej czastki w obracajacej si¢ putapce harmonicznej. W odréznieniu
od roOwnania Grossa-Pitayevskiego w naszym rOwaniu wystepuje nieliniowosSC logarytmiczna, co znacznie upraszcza rachunki. Okazuje si¢, ze w obecnosci
nieliniowosci rOwnanie moze mieC dwa, a nawet trzy niezalezne wspolistniejace rozwigzania. Zmienia si¢ roOwniez struktura warunkow stabilnosci uktadu.

Nieliniowe rownanie Schodingera pojawito si¢ w mechanice kwanto-
wej w dwoch kontekstach. Po pierwsze nieliniowos¢ wprowadzono do
rOwnania Schrodingera, aby znalez¢ doSwiadczalnie sprawdzalne ewen-
tualne odstepstwa mechaniki kwantowej od jej linnowego charakteru.
Po drugie jako sposob przyblizonego rozwigzywania skomplikowanych
problemow metoda potencjatu efektywnego.

W latach ’70 rozwazano [2] logarytmiczne réwnanie Schrodingera po-
stact(h=11m = 1):
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Parametr 0 jest miarg oddziatywania nieliniowego (dodatnie b oznacza
przyciaganie). Parametr a uzgadnia jednostki 1 nie ma fizycznego zna-
czenia. Mozna zatem polozyC a = 1.

Sformuowanie naszego problemu

Zadaniem jakie sobie postawiliSmy byto zbadanie wptywu nieliniowego
charakteru mechaniki kwantowej (abstrachujac od jego pochodzenia) na
dynamike czastki w obracajacej si¢ putapce harmonicznej. ROwnianie
Schrodingera ma wtedy postac:
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gdzie opisujaca putapke macierz V(t) jest symetryczna i zalezna od
czasu. Aby uprosci¢ rozwazania przechodzimy do ukladu obracaja-
cego sig, w ktorym macierz V nie zalezy od czasu. Taki uktad jest
nieinercjalny, zatem do hamiltonianu dodajemy czion opisujacy sit bez-
wladnosci €2 - M, gdzie €2 jest wektorem predkosci katowej putapki, a
M = r X p jest momentem pedu czastki. ROwnanie Schrodingera ma
postac:

10 (1, t) = (—%A + %r-v-r — Q-M — blog(|y(r, t)|2)> Y(r, )

Rozwiazania Gaussowskie

Rozwigzan tego rOwnania poszukujemy w postacl gaussonu - gaussow-
skiej paczki scentrowanej wokot £(¢) i pedzie Srodka masy 7 (t):
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Zespolona 1 symetryczna macierz K (t) opisuje ksztalt paczki. Dwie
rzeczywiste funkcje N (t) oraz ¢(t) definiuja stata normalizacyjna funk-
cji falowej. Rozwigzanie uznajemy za stabilne, gdy czeSC rzeczy-
wista macierzy K jest dodatnio-okresSlona. Z nieliniowego rOwnania
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Rysunek 1: Wykres przedstawia zaleznoSC parametrow o 1 ais w zalez-
nosci od predkosci katowej putapki €2 przy braku cztonu nieliniowego.
Dla kazdej wartosci €2 z obszaru stabilnosci istnieje doktadnie jedno roz-
wigzanie stacjonarne opisane parametrami o 1 .

Schrodingera wynika, ze taka funkcja falowa jest jego rozwigzaniem
jesli spetnione sg nastgpujace rOwnania:
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Antysymetryczna macierz () zdefiniowana jest przez wektor predkosci
katowej {2;; = €;; ka . Natomiast symetryczne macierze A i B sa od-

powiednio cz¢sScig rzeczywista 1 urojong macierzy K.

Nalezy zauwazyC, ze dynamika Srodka masy (rownania (3¢) 1 (3d)) od-
separowuje si¢ od reszty rOwnan 1 jest zgodna z klasycznymi réwna-
niami ruchu. Ogdlniejsze twierdzenie ([5] oraz [3]) moOwi, ze taka se-
paracja zachodzi zawsze dla potencjatu harmonicznego dowolnie zalez-
nego od czasu.

Rozwigzania stacjonarne w dwoch wymiarach

W doswiadczeniach z BEC obrot putapki odbywa si¢ najczesciej] wokot
jednej z jej os1 gtownych. W takim przypadku ruch w kierunku tej osi
odseparowuje si¢ 1 pozostajemy z problemem dwuwymiarowym.

Jak wynika z rownan ruchu (3) rozwigzanie stacjonarne (nieewoluujace
w czasie) opisane jest przez gausson, dla ktérego &(t) = 0, w(t) = 0.
Zatem nasz stan stacjonarny jest calkowicie opisany przez dwie dwu-
wymiarowe 1 rzeczywiste macierze A1 B, ktére w tym przypadku nie
zaleza od czasu. Spetniaja one nastgpujace rOwnania maci€rzowe:

0 — BA+ AB — [Q,A} (4a)
O:BQ—AQ+V+2M—[§2,B] (4b)
Nie zmniejszajac ogolnosSci rozwazan upraszczamy nasze rachunki
przechodzac do uktadu odniesienia, w ktorym macierz potencjatu jest
diagonalna V' = Diag(V,,Vy), a jej parametry spetniaja warunek

Vy < Vy. Jak wynika z rownania (3e) macierz B musi by¢ bezsladowa.
Macierzy A i B szukamy w postaci:
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Z réwnan (4) wynika, ze a = 01 3; = 0. I pozostaje do rozwigzania
uktad trzech rOwnan:

(a1 +a9)f — (a1 — ag)d = 0, (5a)
3% — % + Vi + 2boy + 230 = 0, (5b)
5% — a3 + Vi + 2bag — 260 = 0. (5¢)
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Rysunek 2: Wykres przedstawia zaleznoSC parametrow o 1 s W przy-
padku przyciagajacego oddziatywania nieliniowego. Dla odpowiednio
silnego oddziatywania (ten przypadek) zawsze istnieja stabilne rozwia-
zania. Dla matych 1 duzych predkosci katowych istnieje tylko jedno roz-
wigzanie stacjonarne, ale dla posrednich istnieja dwa, a nawet trzy wspot-
istniejace rozwigzania. Odpowiednie pary parametrOw o oznaczone sa
tym samym kolorem.

Z. robwnania (5a) natychmiast wynika, ze gdy pulapka si¢ nie obraca
(€2 = 0) parametr (5 znika 1 dostajemy jedno fizycznie dopuszczalne
rozwiazanie:

a; = b+ Vb2 +V, (62)
= bt /121, (6b)
6 =20 (6¢)

W przypadku braku obrotu nieliniowoS¢ zmienia zatem tylko rozmiary
gaussonu. Warto zauwazy¢, ze nawet dla ujemnych b (oddzialywanie
odpychajace) rozwigzanie zawsze istnieje.

Rowniez w sytuacji gdy putapka si¢ obraca, ale rOwnianie jest czysto
liniowe (b = 0) otrzymujemy jedno rozwigzanie rownan (5):
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L4y /(Vy — 02)/ (Vi - 92)

] = , (7a)

(7¢)

8 =0

Rozwigzanie to jest jednak dopuszczalne tylko dla 0% < Vg lub
0% > Vy. ldentyczne warunki opisuja obszary stabilnosci ruchu kla-
syczne] 1 kwantowej czastki [4] oraz ruchu Srodka masy dowolnego
uktadu [3]. We wzorach (7) nalezy wybraC znak + 1 — odpowiednio
w pierwszym 1 drugim obszarze stabilnosci.

W sytuacji gdy istniejg rOwnoczesnie obrot 1 czton nieliniowy wilasno-
Sc1 rozwigzan zmieniajq si¢ dramatycznie. Najciekawsze jest pojawie-
nie si¢ dodatkowych rozwigzan gaussowskich. W teorii liniowej czysty
stan gaussowski jest stanem fundamentalnym 1 jest jeden! Rozwigzanie
rownan (5) jest technicznie trudne 1 rozwigzujemy je numerycznie. Na
rysunkach prezentujemy obliczone wartosSci paramtetrow o w zalezno-
Sci od predkosci obrotu {2 w trzech przypadkach: braku nielinowoSci,
nieliniowosSci przyciagajacej 1 odpychajacej. We wszystkich przypad-
kach ustalone sa parametry putapkina V; =2/31V,, = 4/3.

Podsumowanie

ZnajomosC doktadnej postaci rozwigzania logarytmicznego rOwnania
Schrodingera pozwolila nam zbadaC wptyw obrotu 1 nieliniowoS$ci na
stabilnoS¢ rozwigzan. Niespodziewanym rezultatem tych badan jest ist-
nienie dodatkowych, wspotistniejacych rozwigzan gaussowskich oraz
zmniejszenie obszaru niestabilnosci nawet w przypadku oddzialywania
odpychajacego. Nalezy jednak podkreslic, ze takie zachowanie moze
byC prawdziwe tylko dla tego typu nieliniowosci - nieliniowosci loga-
rytmiczne;.
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Rysunek 3: Wykres przedstawia parametry a; 1 o dla oddzialywania
odpychajacego. Choc jest dodatkowe odpychanie w uktadzie, to w po-
rOwnaniu z przypadkiem braku nieliniowosci (Rys.1) zmniejszyt si¢ ob-
szar niestabilnosci! Jest to bardzo zaskakujace, gdyz niestabilnosc ta jest
wywolana sitg odSrodkowa - rOwniez odpychajaca. W tym obszarze sa
dopuszczalne az dwa niezalezne rozwigzania gaussowskie, ktorych para-
metry oznaczone s3 tym samym kolorem.
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