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Hamiltonian ukiladu liniowego <&

fDEF UKLAD LINIOWY - uktad hamiltonowski, ktérego kanoniczne T
rownania ruchu sg liniowe o statych wspotczynnikach (ew. niejednorodne)

# Hamiltonian ukfadu liniowego

1 . A A 1
H=—nTm+pQmn+—pCGp+mft)p+—h(t)m
2m 2 m
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Hamiltonian ukladu liniowego &
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fDEF UKLAD LINIOWY - uktad hamiltonowski, ktérego kanoniczne T
rownania ruchu sg liniowe o statych wspotczynnikach (ew. niejednorodne)

# Hamiltonian ukfadu liniowego

1 . A A 1
H=—nTm+pQmn+—pCGp+mft)p+—h(t)m
2m 2 m

Macierz 1" jest dodatniookreslona. Istnieje zatem taka macierz O, ze zachodzi:

A

OT. 7.0 =1

o Wykonujemy transformacje kanoniczng

L 7 =0"1x p/=0"p J
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Hamiltonian ukiladu liniowego <&

) -

# Hamiltonian w nowych zmiennych

L, . m ., - 1
H=—7' "W - oo £ (1) o/ -+ —h' ()7’
5 T TP W p Up - m () pl + —hi(t)w
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Hamiltonian ukiladu liniowego <&

)

o N

# Hamiltonian w nowych zmiennych

B L, S T B L A Ry / PR Sy /
H—Zmﬂ' +p W7T+2p Up+mf(t)p+ah(t)-ﬂ'
# Kolejng transformacjg kanoniczng usuwamy jedng

niejednorodnosc¢

R=p' P=xn+1'(
# to prowadzi do hamiltonianu:

1 ) ) h'”
H=—P>+RW-P+ %R-U-R+ mg(t) R — —

2m 2m
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Hamiltonian ukiladu liniowego <&

)

o N

# Hamiltonian w nowych zmiennych

B L, S T B L A Ry / . 1., /
H = sy W +5p U-p +mfﬂ(t)op +Eh ()7

# Kolejng transformacjg kanoniczng usuwamy jedng
niejednorodnos¢

R=p P=x +h(t)

# to prowadzi do hamiltonianu:

1 : A
H:—%W+RJVP+%RUR+mgwR———

2m
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Seminarium CFT —p.3/17




x
A6

Hamiltonian ukladu liniowego &
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1 . m N 12 —‘
H=_—P'+RW-P+_RUR+mg(t)R —%

2m



Hamiltonian ukiladu liniowego <&

ym
o 1 o 5
H = 2—P2 +RW-P + —R-U-R+mg(t) R —%
m

Dzielimy czton mieszany na symetryczny i antysymetryczny:

o= (W-WT)  §=_ (W)

o Wykonujemy transformacje kanoniczng

r=R p=P+mSR

o Otrzymujemy hamiltonian
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Klasyczna analiza ruchu X

o N

2

2m 2

® Rownania ruchu

dr A
= - P g,
dt m

dp

il —mV-r — Q-p — mg(t)

# Rozwigzan rownania jednorodnego poszukujemy w
postaci modow wtasnych

I’(t) = R()eiwt

\— p(t) = Py J
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Klasyczna analiza ruchu X

o N

o Amplituda danego modu musi spetnia¢ robwnanie

wiasne:
—Q0 —w % Ro\
—mV Q — P() B

® czesto$c wtasna jest miejscem zerowym wielomianu
charakterystycznego

w2 -+ Azn_1w2n_1 -+ Agn_ngn_z +...+ A2w2 +Aiw+Ag =0

o |
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Klasyczna analiza ruchu X

-

Amplituda danego modu musi spetnia¢ rownanie

wiasne:
—Q0 —w % Ro\
—mV Q — P() B

czestosC wlasna jest miejscem zerowym wielomianu
charakterystycznego

w2n+M%— Aoy 0w 24+ Asw? + Xuw+Ag =0

mozna pokazac, ze wyrazy nieparzyste nie wystepujg!
czestoSci wlasne zawsze sg parami: +w.

|
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Dynamika kwantowa &
f # Hamiltonian kwantowy
_R?

. h 4 A
H=—""V21p0V+ r.Vor+ mg(t)-r
2m ( 2

® na poczatek badamy ewolucje paczki gaussowskie;

(e, 0) = N(OeF0 exp { ~2 e — R(0)- K () RO+ T

» Srednie potozenie i ped

(r)y = /\P*(r,t)r\Il(r,t) d°r = R(t)
(p) = E/\P*(r,t)vlll(r,t)dgrzP(t)

1

o |
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Ewolucja parametrow paczki g

)
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o Roéwnanie Schrddingera prowadzi do rdbwnan na
ewolucje parametrow:

@ = —iK(t)*+iV - {Q,f((t)}
dR(t) _ w—Q-R(t)

d? m
dl:—it) — —mV-R(t) — Q-P(t) — mg(t)

djz—t(t) _ Nz(t) Tr(mE& (1))

W) _ —ETr(Ref((t)) -

\— di 2

P(t)? m A

2m+2 J
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Ewolucja parametrow paczki g

)

o N

o Roéwnanie Schrddingera prowadzi do rdbwnan na
ewolucje parametrow:

@ = —iK(t)*+iV - {Q,f((t)}
dR{) _ PE) _ QO-R(t)

dt m
df;# — —mV-R(t) — Q-P(t) — mg(t)

djz—t(t) _ Nz(t) Tr(mE& (1))

W) _ —ETr(Ref((t)) -

\— di 2

P(t)? m A

2m+2 J
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Ewolucja parametrow paczki g

o Roéwnanie Schrddingera prowadzi do rdbwnan na
ewolucje parametrow:

d[g# = —iK(t)? 44V — [Q,K(t)]
dR{t) _ P®) _ QO-R(t)
dt m
%ﬁt) —mV R(t) — Q-P(t) — mg(t
N Ny mi (1))
dt 2
‘“(‘;_f) TR (1)) - PO MR).7-R(1)

2m+2 J
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Ewolucja ksztaltu paczki &

» Ksztatt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

df# — iR iV — [Q f((t)}
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Ewolucja ksztaltu paczki g

o N

» Ksztatt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

df# — K () iV — [Q f((t)}

# Wykonujemy dekompozycje
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Ewolucja ksztaltu paczki g

)
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» Ksztatt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

df# — K () iV — [Q f((t)}

» Wykonujemy dekompozycije
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Ewolucja ksztaltu paczki &
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» Ksztatt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

df# — iR iV — [Q f((t)}

# Wykonujemy dekompozycje
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Ewolucja ksztaltu paczki

f # Po uporzadkowaniu rownania majg postac:

dD 1~ A
— = —N-Q-D

dt m

dN o
— = —mV-D—-Q-N
dit

o Przypomnijmy klasyczne réwnania ruchu:

dr A
a _ P s,
dt m

dp

il —mV-r — Q-p — mg(t)

® Kolumny N i D spetniaja klasyczne réwnania ruchul!

L ® Ksztalt paczki nie czuje zewnetrznego pola!

|
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Przyklad 1D e

f o Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo): T
0 0
- g + €| (e D) = i (e )

#® /badamy ewolucje paczki gaussowskiej:

Y(E,7) = N(r)e @M a(0) =2

o |
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Przyktad 1D s

yq,o
Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo): T
h +&| (&) = 2
862 T) = ZaTw(gj 7_)

/Zbadamy ewolucje paczki gaussowskKiej:

Rozwigzanie: a(r) = —i% //

warunek poczatkowy: n(0) = —2, d(0) =1

| rozwigzujemy:

{ d=n N { d(1) = —2sin(7) + 7 cos(7)
: n(t) = —2cos(7) — i sin(7) J
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Generyczny stan stacjonarny g

f ® Jeszcze raz ewolucja ksztattu: T

~ 1~ ~
K(t) = ——N(t)-D ()
m
® Aby ksztatt nie zalezat od czasu wystarczy, aby:
D(t) = Dq-et . S
A() oem N KO:_LNO.DO—l
N(t) = Ny-e~! m

® Pamietamy, ze klasyczne mody spetniajg taki warunek:

® /najgc zatem klasyczne amplitudy mozna zbudowac ksztatt paczki

\_ falowej J
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Konstrukcja stanu generycznego @
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o N

® Uktad posiada @ modow wiasnych o czestosciach:
+wr + w9y + w,—1 + w,
® Potrzebujemy @ modéw do konstrukcji macierzy Ny i Dy

# Ktére mody nalezy wybracC?

o |
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Konstrukcja stanu generycznego @

o
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® Uktad posiada @ modow wiasnych o czestosciach:
+wr + w9y + w,—1 + w,

® Potrzebujemy @ modéw do konstrukcji macierzy Ny i Dy

# Ktére mody nalezy wybracC?
» Nalezy wybra¢ te mody, ktére zapewnig Res > 0
» |Istnigje tylko jedna taka kombinacija!

o Z kazdej pary o okreslonej czestosci jest wybrany doktadnie
jeden mod

® Wynika to z postaci hamiltonianu po catkowitym rozseparowaniu

L H =% wlATAl + C()QAZAQ + ... £ wnAf;An J
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Inne stany stacjonarne

® Aby znalez¢ inne stany stacjonarne zbadajmy ewolucje funkgciji:

R m e ir-P(t)
U(r,t) = Ne <b<>exp{ 57 [r— R@)]- Ko-[r — R(t)] + — }

s teraz ksztalt K, nie zmienia sie w czasie
» Srednie potozenie i ped spetniaja klasyczne réwnania

dR P
= - —_ _0OR

dt m

P N N
LI —mV-R—-Q-P
dit

® Wybierzmy mod o czestosci —wy
R(t) = r 'Rge ™o!

L P(t) = k 'Pge ™! J
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Inne stany stacjonarne

# Funkcje falowg mozna zapisa¢ w postaci:

\IJ(I' t) _ MeiQote—ﬁe_%”Ot+2a-re_wote—%r-f(o-r
Y]

® (gdzie parametry majg postac:

1 ~
QO = —ﬁTI‘(ReKo)
1 ~
a = — [mKO-RO n z‘PO}
kh
1 ) . p2
3 = mR,- (V n 2w0K0> Ry — -9
4hK2wg m

® wybierajgc odpowiednio x mozemy dostac: g = 1.
x byto dowolne.

|
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Inne stany stacjonarne g
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. —2wwqt —iwgt _ m
U(r,t) = Me'*hle™® +2eere” 0!~ fir-Kor

® Przypomnienie: funkcja tworzgca wielomiany Hermitte’a

e ? 249262 Z H

® Nasza funkcje falowg mozna roztozyc:

. > 1
W(r,t) = Me*¥! '
n.

n=0

—H ( )e—ﬁr Ko re—znwot

o |
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Inne stany stacjonarne

U(r,t) = Mehtg™®

® Przypomnienie: funkcja tworzgca wielomiany Hermitte’a

21w0t+2a Te zwot ——I‘ KO

e

e —|—2£z Z H

® Nasza funkcje falowg mozna roztozyc:

U(r,t) = Me'h!

o0

n=0

1

n!

® funkcjg wtasng hamiltonianu jest:

2h

~H ( )e—ﬁr Ko r_—inwot

v, (r,t)
/8

A, H, (ar)e 2x
nhw, + h

I'KO

-

&
SO
o {‘9
R 006
)

)

-

|
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Podsumowanie &

W przypadku uktaddw liniowych istnieje bezposredni
zwigzek miedzy dynamikg klasyczng, a kwantowg

Cata dynamika paczki gaussowskie| (rowniez jej ksztatt)
jest zawarta w klasycznych trajektoriach

Znajomosc¢ klasycznych rozwigzan réwnan ruchu
pozwala skonstruowac stany stacjonarne

Mozna zbudowaé zupetny uktad stanow wtasnych
dowolnego uktadu liniowego w dowolnej liczbie
wymiarow

|
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