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Hamiltonian uk adu linlowego g

fDEF. UK AD LINIOWY - uk ad hamiltonowski, ktdrego kanoniczne T
rownania ruchu sa liniowe o sta ych wspo czynnikach (ew. niejednorodne)

# Hamiltonian uk adu liniowego

1
H= —
2m

T + 0 +g G+ mf(t) +%h(t)

o |
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Hamiltonian uk adu linlowego g

)

fDEF. UK AD LINIOWY - uk ad hamiltonowski, ktdrego kanoniczne T
rownania ruchu sa liniowe o sta ych wspo czynnikach (ew. niejednorodne)

# Hamiltonian uk adu liniowego

1
H= —
2m

m 1
T + Q += G +mf(t) + =h()
2 m
Macierz T jest dodatniookreélona. Istnieje zatem taka macierz O, ze zachodzi:
Ot O=r
# Wykonujemy transformacje kanoniczna

0- A 1 0 AT
. .
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Hamiltonian uk adu linlowego g

- .

# Hamiltonian w nowych zmiennych

1 ®, o o, M on o 0. 1 0
= — — + + =
H= - %+ W O+ 5 0 m £qt) mho(t)
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Hamiltonian uk adu linlowego @&
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Hamiltonian w nowych zmiennych

— 1 02 0 0 0 0 0 O( 0
— ——
H + \i\\/ + — 0 +mf “) + |I t)

Kolejna transformacja kanoniczna usuwamy jedna
niejednorodnosc

R= 9 pP= % nY
to prowadzi do hamiltonianu:
N

1 m
H= —P°+RWP+ -_RUOR+mg(t) R —
2m 2 9O R o

|
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Hamiltonian uk adu linlowego g

o N

# Hamiltonian w nowych zmiennych

— _— — III

# Kolejna transformacja kanoniczna usuwamy jedna
niejednorodnosc

R= 9 pP= % nY

# to prowadzi do hamiltonianu:

1 m 7 h&
H= —P°+RWP+—-ROR+mg(t) Rl —
2m 2 9O R| om

o |
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Hamiltonian uk adu linlowego g

R . .
H:_P2+R\/\\/P+§ROR+mg(t)R }g

2m
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Hamiltonian uk adu linlowego g

ym
N H= — P2+ RW P+ TR 0 R+ mg(t) R % -
2m 2

Dzielimy cz on mieszany na symetryczny i antysymetryczny:

Aol wowr o st waewe
2 2

#» Wykonujemy transformacje kanoniczna

r=R p=P+mSR

# Otrzymujemy hamiltonian
2
H:S—m+r’\p+gr\’7r+mg(t)r
h I
v=0 & ":8§

|
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Klasycznaanalizaruchu s

o N

2
H:2p—m+r’\p+%r\’?r+mg(t)r

® RoOwnania ruchu

a p A r
dt m
dp

" mV r p  mg(t)

# Rozwiazan réwnania jednorodnego poszukujemy w
postaci modow w asnych

r(t)

\— p(t)

I
A
o
. D_,

[
T

o

@D

|
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Klasycznaanalizaruchu P

o N

#» Amplituda danego modu musi spe niac rownanie

W asne.

| |
N\

i 1
AT =0
mv i =

® czestoSC w asna jest miejscem zerowym wielomianu
charakterystycznego

120 Ao 120 LA, 12N 2 ASL 2 Al + Ag=0

o |
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Klasycznaanalizaruchu P

-

Amplituda danego modu musi spe niaC rownanie

W asne.

! !

- 1

|! Am RO — O
mv i =

N

czestoSC w asna jest miejscem zerowym wielomianu
charakterystycznego

!2”+M+A2n S 2N 24 g AL 2+><+Ao: 0

mozna pokazac, ze wyrazy nieparzyste nie wystepuja!
czestosci w asne zawsze sa parami; ! .

|
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Dynamika kwantowa &

-

# Hamiltonian kwantowy
2 R m o
H= —r1 “+—-r 1 +—-rVr+mg)r
2m i 2 9(t)

I~ P~

#® na poczatek badamy ewolucje paczki gaussowskiej

(1) = N(t)e= Wexp ;[r R K() [r  R()]+ T Ii(t)

® Srednie po ozenie i ped

Z
hri = (r:;t)r ( r;t)d®r = R(1)
Z

~

hpi - (r;t)r ( r;t)d’r = P(t)

o |
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Ewolucja parametrow paczki g

)

o N

# Rownanie Schrddingera prowadzi do rownahn na
ewolucje parametrow:

h i
oK (t) = iKW+ iv  “R@®)

dt

_dR(t) — @ AR(t)

dt m

? = mV R@t) " P@) mgt)
—d'\('jt(t) . N()Tr(|m|€(t))

P(1)”, TR(t) ¥ R(1)
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Ewolucja parametrow paczki

&
SO
o’ {‘9
R 00‘)
)

)

# Rownanie Schrddingera prowadzi do rownahn na
ewolucje parametrow:

h i
d'it(t)_ = iRM2+i¥0  MK@)
dR (1) _ w N R (1)
dt m
TO = morm “Po mgw
% - I\'()Tr(|m|€(t))
d (1) _ P(t)? . m
— = STReR(t) ——+ ZR(®) Y R

-
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Ewolucja parametrow paczki g

)

o N

# Rownanie Schrddingera prowadzi do rownahn na
ewolucje parametrow:

n |
—d'it(t) = RO2+I0 R
dR (t) = PO " R(1)
dt m
% = mV R@t) " P{t) mg)
% = N()Tr(|m|€(t))

P° . Many 0 Re©)
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Ewolucja kszta tu paczki  xg

-

® Kszta t kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

h |
@2 iK(t)2+i\7 A;K(t)



Ewolucja kszta tu paczki S

® Kszta t kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

h i
—dit(t): RmZ+i0 R

# Wykonujemy dekompozycje

K (t) = %mt) D 1)



-

Ewolucja kszta tu paczki  xg

)

-

® Kszta t kwantowej paczki opisany jest przez macierz K
h i
‘”ﬁ#: RS +i0 MR @)

#» Wykonujemy dekompozycje

K (t) = %mt) D 1)

LY T N SV ) S SIS O
m dt m dt

- B INDG L+ AN DL ‘mms“

i
m?2 m
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Ewolucja kszta tu paczki  xg

)

-

® Kszta t kwantowej paczki opisany jest przez macierz K
h i
$: RS +i0 MR @)

# Wykonujemy dekompozycje

K (t) = %mt) D 1)

L T SV O S S S G
m dt

m dt

- DB IND +i0+ ANDB L %ms“

i
m?2 m
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Ewolucja kszta tu paczki

# Po uporzadkowaniu rownania maja postac:

@:im A S
dt m

N 0B
dt

#® Przypomnijmy klasyczne rownania ruchu:

ar _ P A,
dt m
dp

mVr " p mg)

dt
® Kolumny N i D spe niaja klasyczne réwnania ruchu!

» Ksztat paczki nie czuje zewnetrznego pola!

-

&
SO
o’ {‘9
S °Q°)
)

)

-

|

Seminarium CFT — p.10/17



Przyk ad 1D

f # Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo):

@
@+

# Zbadamy ewolucje paczki gaussowskiej:

2 <;):i@@<;)

(;)=N()e O (0) = 2



Przyk ad 1D 7

yq,o
f # Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo): T
@

Tt (=i ()

# Zbadamy ewolucje paczki gaussowskiej:

(;)=N()e O (0) = 2

® Rozwiazanie: () = i% //

® warunek poczatkowy: n0) = 2, d(0) = |

® |rozwiazujemy:
8 8

S d=n < d( )= 2sin( )+ icos()

- n= d - n( )= 2coq ) isin()
| -



Generycznystan stacjonamy

Jeszcze raz ewolucja kszta tu: T

K (t) = imlﬁ(t) D )

Aby kszta t nie zaleza od czasu wystarczy, aby:

D(t) = Dp e |
(©) Oe. ) Ieo: I—Kro'ﬁol
N() = Njpelt m
Pamietamy, ze klasyczne mody spe niaja taki warunek:
r(t) = Roe"'
p(t) = Pge"

Znajac zatem klasyczne amplitudy mozna zbudowac kszta t paczki

falowe] J
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Konstrukcja stanu generycznego

o N

Uk ad posiada @ moddéw w asnych o czestosSciach:

|, | l |

' o e 'n 1 N
Potrzebujemy @ modéw do konstrukcji macierzy Ko i Do

Ktore mody nalezy wybrac?
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Konstrukcja stanu generycznego

-

Uk ad posiada @ moddéw w asnych o czestosSciach:

|, ! ! |

' o e 'n 1 N
Potrzebujemy @ modéw do konstrukcji macierzy Ko i Do

Ktore mody nalezy wybrac?
Nalezy wybrat te mody, ktére zapewnia ReK g > 0
Istnieje tylko jedna taka kombinacja!

Z kazdej pary o okreSlonej czestosci jest wybrany dok adnie
jeden mod

Wynika to z postaci hamiltonianu po ca kowitym rozseparowaniu

H = 1A A1 I 2ALAS o AL AR J
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Inne stany stacjoname

Aby znalezc¢ inne stany stacjonarne zbadajmy ewolucje funkciji:

(ri)=Net Wexp T R@IKo [ RO+ o

teraz kszta t K, nie zmienia sie w czasie

Srednie po ozenie i ped spe niaja klasyczne rownania

dR P A

dt m
dP

dt

Wybierzmy mod o czestosci ! g
R(t)

P(t)

[
=
A
o
@
o

1Poe il ot J
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Inne stany stacjoname

Funkcje falowa mozna zapisacC w postaci:
( r;t):Mei ote e 2" oty I’e”ote £n—~r|€ol’

gdzie parametry maja postac:

1
0o = ;TI’(RGK())
1 h |
= mI@o Ro+ 1P
1 P§
= mRy V+ 21Ky Ry 2
4~ 21, 0 0o 0
wybierajac odpowiednio mozemy dostac: = 1.

by o dowolne.
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Inne stany stacjoname

: 21 ot il ot m_
(rit)= Mé oty © +2 re o M Kor
Przypomnienie: funkcja tworzaca wielomiany Hermitte'a

h Nn
2 Z
e 2 2= H,()=
n!

n=0

Nasza funkcje falowa mozna roz ozyc:
)3

. 1 . .
( r;t): M e ot mHn( r)e =T I@ore in! ot
n=0

|
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Inne stany stacjoname

: 21 ot il ot m_
(rit)= Mé oty © +2 re o M Kor
Przypomnienie: funkcja tworzaca wielomiany Hermitte'a

h Nn
2 Z
e 2 2= H,()=
n!

n=0

Nasza funkcje falowa mozna roz ozyc:

X 1 - y
( r;t): M ¢e' ot _IHn( r)e 2-T Ko rg in! ot
o N
funkcja w asna hamiltonianu jest:
an(r:t) = ApHn( e myrKor

En — n~lo+~0

|
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Podsumowvanie

-

W przypadku uk adow liniowych istnieje bezpoSredni
zwiazek miedzy dynamika klasyczna, a kwantowa

Ca a dynamika paczki gaussowskie] (rowniez jej kszta t)
jest zawarta w klasycznych trajektoriach

Znajomosc¢ klasycznych rozwiazah rownahn ruchu
pozwala skonstruowac stany stacjonarne

Mozna zbudowac zupe ny uk ad stanow w asnych
dowolnego uk adu liniowego w dowolnej liczbie
wymiarow

|
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