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Klasyczna analiza ruchu

f o Hamiltonian uktadu
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Klasyczna analiza ruchu

f o Hamiltonian uktadu

# Hamiltonian w uktadzie wirujgcym

® RoOwnania ruc
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Klasyczna analiza ruchu

# RoOwnanie wilasne na amplitude modu:

—Q — iwk % R(()k)
—mV —Q — Wi P(()k)

#® Rozwigzania konstruujemy z modow wtasnych:
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Klasyczna analiza ruchu

-

# RoOwnanie wilasne na amplitude modu:
—Q — iwk % R(()k)
—mV —Q — Wi P(()k) ;
#® Rozwigzania konstruujemy z modow wtasnych:

( r(t)) ° Rék) iwkt\
<p<t>> P <Pék> e

. J

# rownanie na czestosci wiasne
O+ AVt +BLP+C=0
L ® czestoSci wikasne zawsze wystepujga parami: +w.
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Czestasci whasne, a stabilnec ukiadu

f # RoOwnanie na czestosci wlasne (22 = Qn) T

X3+AX2+B><+C:O (w” = x)

A = =202 —T(V)
. -1 (V)2 = m(V?
B = Q*4+Q? [3n.V-n—Tr(V)}—I— V) 5 (V)
C = —nVn+Q? {Tr(f/)n-f/-n—n-ffz-n — Det(V)
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Czestasci whasne, a stabilnec ukiadu

f # RoOwnanie na czestosci wlasne (22 = Qn) T

X3+AX2+B><+C:O (w” = x)

A = =202 —T(V)
) ) (V)2 — (172
B = Q'+ 0? [Bn-V-n—Tr(V)}—I— V) 5 (V')
C = —nVn+Q? {Tr(f/)n-f/-n—n-vz-n — Det(V)

® Dla ustalonego V i n otrzymujemy réwnanie krzywej
FO6LR) = X"+ AQ) x* + B(Q) x + C(Q) =0

o |
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Przypadek dwuwymiarowy

-

Ve=1,V, =3, V, =2
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Przypadek dwuwymiarowy
fvx =3,V,=1

Potencjat nieobracajacy sie




Przypadek dwuwymiarowy
o

T = 3, Vy =1 Powolny obrot (2 = 0.2), pierwszy obszar stabilnoSci

Ty




Przypadek dwuwymiarowy
L

T = 3, Vy =1 Obrét destrukcyjny (2 = 1.5), obszar niestabilnoSci




Przypadek dwuwymiarowy
o

r — 3, Vy =1 Szybki obrot (€2 = 2), drugi obszar stabilnoSci




Dowolne ustawienie osi obrotu

fo:S,Vyzzvz:l Q= %(111)T
4 M
3
Q 2]
1 /
0 1 2 ‘ a5 6



Dowolne ustawienie osi obrotu

fVvaczg,‘/yzz,Vz:l (2 = %(111)—‘
4 V
o
0 1 2 4/56



Przypadek trojwymiarowy
o

= 3, Vy = 2, Vz =1 Pierwszy obszar niestabilnoSci




Przypadek trojwymiarowy

V:c — 3, Vy = 2, Vz =1 Drugi obszar niestablinoSci

o |
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Przypadek trojwymiarowy
o

=3, Vy =2,V.,=1 Stabilizacja sita Coriolisa




Rezonans grawitacyjny

f.o Hamiltonian w obecnosci pola grawitacyjnego T

# Rownania ruchu nadal sa liniowe, ale niejednorodne

" dr D - \
= - 2§
dt m
d ) .
S —mV-r —Q-p —mg(t)
\ d¢ J

# Rozwigzanie rownan ruchu jest postaci

s r(t) 6 (R(()k)> | t\
— A g!“k
B <p<t>> 20 oo N

\_ J
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Rezonans grawitacyjny

f.o Dynamika konkretnego modu T

N k—iwn(©)
ot

{(Q—wi ()1

tiyfe

# Warunek rezonansu grawitacyjnego
wi(§2) =
# Jest to ciekawy typ rezonansu
obrot putapki ) -

\ czestoScC W’rasm

L \ warunek rezonansu w = J
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Punkty rezonansowe

o N

Ve=3,V,=2,V,=1 nxzcos(%),ny:(), n, = sin( <)

5 5
4]
Q .,
|
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Punkty rezonansowe

-

Ve=3V,=2,V, =1 ng = cos(7), ny =0, n; = sin(7)

-

4 V/
N
Q




Punkty rezonansowe

-

Ve=3,V,=2,V,=1  ng=cos(f), ny =0, n, =sin(Z)

-

4




Trajektorie w obecnosci grawitacji

-

Vx — 1, Vz — 3, () = (O, O, O) brak obrotu

7 XN X1 X




Trajektorie w obecnosci grawitacji

o .

Vx — 1, Vz — 3, () = (O, 0.15, O) Ponizej czestosci rezonansowej




Trajektorie w obecnosci grawitacji

o N

V. =1, V, =3, () = (O7 %7 O) Obrot rezonansowy




Trajektorie w obecnosci grawitacji

o .

V., =1,V, =3, Q = (O7 2, O) Powyzej czestoci rezonansowej

o),




Dynamika kwantowa

-

# Hamiltonian kwantowy

# zbadajmy ewolucje paczki gaussowskie]

U(r,t) = N(0ei exp { -2 [r = ROMK(0)-[r - RO+ |

#® Srednie potozenie i ped

\

= /\IJ*(r,t)r\If(r,t) &r = R(1)

(D) — Z/\P*(r,t)v\lf(r,t)d?’rzp(t)

o ‘ | ’ |
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Ewolucja parametrow paczki

f # RoOwnanie Schrodingera prowadzi do rownah na T
ewolucje parametrow:

% — Kt +iV — [Q,f((t)}
dR(t) _ P@) QO-R(t)

df m
%it) — —m‘A/-R(t) — Q'P(t) — mg(?)

VD) - _ NQ(t) Tr(mK (1))

dt
~ 2 m ~
%it) = —gTr(ReK(t))—PQ(Q + 5 R(1)-V-R(2)
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Ewolucja parametrow paczki

f # RoOwnanie Schrodingera prowadzi do rownah na T
ewolucje parametrow:

% — Kt +iV — [Q,f((t)}
(dR(t) _ PO Q-R(t) \
di m

%}Et) — —mV-R(t) — Q'P(t) — mg(?)

dN@) _ N0z

Y r(ImK (t))

solt oy PO ™R
= —§Tr(ReK(t)) — 5 T ER(t)'V'R(t)
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Ewolucja parametrow paczki

f # RoOwnanie Schrodingera prowadzi do rownah na T
ewolucje parametrow:

% = —iK(t)*+iV - [Q,f((t)”
dR(1) PO ¢ gy

dt m
dP ()

— = —m‘A/-R(t) — Q'P(t) — mg(t)

dN(E) - _ NQ(t) Tr(mK (1))

dt
~ 2 m ~
%it) = —gTr(ReK(t))—PQ(Q + 5 R(1)-V-R(¢)
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Ewolucja ksztattu paczki

-

» Ksztalt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

%ft) = —iK () +iV |, K (1)] ]




Ewolucja ksztattu paczki

-

» Ksztalt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

%ft) = —iK () +iV |, K (1)] ]

#» Wykonujemy dekompozycje

K(t) = —%N(t)-f)_l(t)

|
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Ewolucja ksztattu paczki

-

» Ksztalt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K
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Ewolucja ksztaltu paczki

-

» Ksztalt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K

[ %ft) = —iK () +iV |, K (1)] ]

#» Wykonujemy dekompozycje

K(t) = —%N(t)-f)_l(t)

N - N
- (—N> D4 LN.D (—D D! =
m \ dt m d?
_ L NDTND T i 4 0D - LD
m m™m m
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Ewolucja ksztaltu paczki

# Po uporzadkowaniu rownania majg postac:
dD 1. .
— = —N-QD
dt m
dN Coa
= —mV-D—Q-N

dt

#® Przypomnijmy klasyczne rownania ruchu:

dr A
= - P g,
d? m

dp

il —mV-r — Q-p — mg(t)

® Kolumny N i D spelniaja klasyczne réwnania ruchu!

L.ﬁ Ksztait paczki nie czuje zewnetrznego pola! J
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Przyktad 1D

f # Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo): T
ok 0
- g + €| (e = i -w(E )

#® Zbadamy ewolucje paczki gaussowskiej:

Y(€,7) = N(r)e ®ME2 (0) =2

o |
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Przyktad 1D

Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo):
82
X

Zbadamy ewolucje paczki gaussowskiej:

lb(ﬁ» T) — Z—le(ﬁa T)

Y€, 7) = N(r)e ®ME2 o(0) =2

Rozwigzanie: a(r) = _@'ZE:) //

)
warunek poczatkowy: n(0)

I
|
DO
QL
—~
-
—
I
~

| rozwigzujemy:.
d=n N d(t) = —2sin(7) + 7 cos(T)
: n(t) = —2cos(7) — i sin(7)
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Generyczny stan stacjonarny

f.o Jeszcze raz ewolucja ksztattu: T

A A

R(t) = —%N(t)oD L)

® Aby ksztalt nie zalezat od czasu wystarczy, aby:

) (R
P (t) P

\_ J

L’ Z klasycznych amplitud mozna zbudowac stacjonarnag paczke falowag J
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Przepis na funkcje falowa

f #® Znajdz trzy mody wiasne: T

1 2 3
Ré ) eiwlt Ré ) e@'th R(() ) eiwgt
pV p p

® Zbuduj macierze Ny i Dy nastepujaco:

Do= (R RY RY)  No=(P" PY P



Przepis na funkcje falowa

Znajdz trzy mody wiasne: T

| 2 3
Ré ) eiW1t R(() ) eiwzt Ré ) eiw?,t
P pe pY
Zbuduj macierze Ny i Dy nastepujaco:
Do= (R RY RY)  No=(P" PY P

Wylicz macierz Ky = — Ny - Dy

Gaussowska funkcja falowa

Wo(r) = Ne 37 Ko7

opisuje stan stacjonarny Hamiltonianiu J
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Wybor modow wiasnych

® Uktad posiada @ moddéw wiasnych o czestoSciach:
:|:w1 + w9 + w3
® Potrzebujemy @ mody do konstrukcji macierzy Ny i Dy

o Ktoére mody nalezy wybrac?

|
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Wybor modow wiasnych

® Uktad posiada @ moddéw wiasnych o czestoSciach:

:|:w1 + w9 + w3
® Potrzebujemy @ mody do konstrukcji macierzy Ny i Dy

o Ktoére mody nalezy wybrac?
» Nalezy wybra¢ te mody, ktére zapewnia Re X, > 0
» |Istnieje tylko jedna taka kombinacja!

» Z kazdej pary o okreSlonej czestosci jest wybrany doktadnie
jeden mod

o Nawet gdy hamiltonian nie jest dodatniookreSlony istnieje taka
kombinacja!

o |
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Inne stany stacjonarne

f.ﬂ Aby znalezC inne stany stacjonarne zbadajmy ewolucje funkcji: T
\P(T,t) — Ne%fb(t) exp {—;n—h [r — R(t)]f(o[,r . R(t)] n ’Lr-g(t) }]

s teraz ksztalt &, nie zmienia sie w czasie
» Srednie polozenie i ped spetiaja klasyczne réwnania

RO _ PO g g
dt m

dl: Lft) — _mV-R(t) - Q-P(1)

® Wybierzmy mod o czestoSci —wy,

( )

Rt)\ (RS") ..
L i P(t) ; Pé_k) ° J

J
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Inne stany stacjonarne

-

# Funkcje falowg ma wtedy postac

( B
00
' 1 g _m o R
U(r,t) = Aeltht E EHn(ak-'r)e mwkte=ay T KoT
n=0

. J

1 -
Qo = _iTr(ReKO)
o X mIA(o-Ré_k) + z'P(()_k)

$ Stanem stacjonarnym hamiltonianu jest zatem:

\—.. Konstrukcje nalezy powtorzyc dla wszystkich klasycznych modow. J
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Przykiad 1D

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)



Réwnania ruchu

i) = 29
p(t) = —mQa(t)

Mody wiasne

1 .
eth
mS) )

—
mS?

Przykiad 1D



Przykiad 1D

—

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)

Mody wiasne

1 .
eth

imS2 imS)

Ksztalt stanu stacjonarnego
Do =1 Doy = -1
No = 1mf) Ng = 1mf)
Ko =9 Ko = -0

|
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N N N

Przykiad 1D

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)

Mody wiasne

1 .
eth

imS2 imS)

Ksztalt stanu stacjonarnego
Do =1 Doy = -1
No = 1mf) Ng = 1mf)
Ko =9 Ko = -0

Gaussowski stan stacjonarny

Q
Uo(x) = Nexp (—ﬂ;—hx2)

|
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N N N

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)

Mody wiasne

1 .
eth

imS2 imS)

Ksztalt stanu stacjonarnego
Dog=1 Doy = -1
No = 1mf) Ng = 1mf)
Ko =9 Ko = —-Q

Gaussowski stan stacjonarny

Uo(x) = Nexp (_2—7133

Przykiad 1D

Ruch po klasycznej trajektorii

U(x,t) = Nexp (_n;_;)(x — R(1))* +

A

ms2 2) —~

-

ixP(t)

i)

|
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N N N

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)

Mody wiasne

1 .
eth

imS2 imS)

Ksztalt stanu stacjonarnego
Dog=1 Doy = -1
No = 1mf) Ng = 1mf)
Ko =9 Ko = -0

Gaussowski stan stacjonarny

mS)
2h

Przyktad 1D
Ruch po klasycznej trajektori —‘

\P(Oﬁ,t) = Nexp (—ﬂ;_;;(m _ R(t))2 4 @)

A

Ruch po trajektorii drugiego modu
R(t) = e 2
P(t) = imQe ¥

Uo(z) = Nexp (——a:2> ~

|
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Przyktad 1D

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)

Mody wiasne

1 ez —1 o — 102
1mS2 X
Ksztalt stanu stacjonarnego
Dog=1 Doy = -1
No = 1mf) Ng = 1mf)
Ko =9 Ko = -0

Gaussowski stan stacjonarny

mS)

Uo(z) = Nexp (—2—hm2>

-

Ruch po klasycznej trajektorii

mS)

W(x,t) = Nexp <_2—h($ _ R(t)) za:P(t)

\

Ruch po trajektorii drugiego modu
R(t) _ e—iQt

P(t) =

im Qe ¥

Rozwiniecie w wielomiany Hermitta

n=0

—inSdt zQ()t\Ij (33

N N N

— _Q
Qp = 5

|
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Przyktad 1D
Ruch po klasycznej trajektori —‘

\P(Oﬁ,t) = Nexp (—ﬂ;_;;(m _ R(t))2 4 @)

Réwnania ruchu

p(t)
—mQx(t)

A

Mody wiasne

Ruch po trajektorii drugiego modu
_ —1Q2t
1 it —1 —iQt R(t) = e

imS imS P(t) = imQe ¥

Ksztalt stanu stacjonarnego
Do =1 Do = -1

O
No =1imf2  Ngo = imf2 U(r,t) = Z AnHy (ax) o 0SSy ()
KO — Q KO = —Q n=0

Rozwiniecie w wielomiany Hermitta

f Zupelny ukiad stanéw
Gaussowski stan stacjonarny >
Wo(z) = Nexp (——”;h a:2> V mQ

N N N

En = hnQ+Q/2)
0 2 mS2 Zaktad Optyki Atomowej UJ — p. 23/24




Podsumowanie

Wirujgca putapka
harmoniczna

a Dynamika klasyczna

, S . 4 Dynamika kwantowa )
- obrot wokot osi giownej

- obrot wokot dowolnej osi
- stabilnos¢ dynamiki
- obszary niestabilnosci

- dynamika gaussowskiego stanu
- gaussowski stan stacjonarny
- rodzina stanow stacjonarnych

N Cata dynamika kwantowa
opisana w jezyku
dynamiki klasycznej

Pole grawitacyjne

- nietrywialny wptyw pola
- rezonans grawitacyjny ) \

.

|
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