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Klasyczna analiza ruchu
Hamiltonian układu

H =
p2

2m
+
m
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r ·V̂ (t)·r
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Klasyczna analiza ruchu
Hamiltonian układu

H =
p2

2m
+
m

2
r ·V̂ (t)·r

Hamiltonian w układzie wirującym

H =
p2

2m
+ r ·Ω̂·p +

m

2
r ·V̂ ·r

Równania ruchu

dr

dt
=

p

m
− Ω̂·r

dp

dt
= −mV̂ ·r − Ω̂·p
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Klasyczna analiza ruchu

Równanie własne na amplitudę modu:
(

−Ω̂ − iωk
1
m

−mV̂ −Ω̂ − iωk

)

·

(

R
(k)
0

P
(k)
0

)

= 0

Rozwiązania konstruujemy z modów własnych:
(

r(t)

p(t)

)

=
6
∑

k=1

λk

(

R
(k)
0

P
(k)
0

)

eiωkt
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Klasyczna analiza ruchu

Równanie własne na amplitudę modu:
(

−Ω̂ − iωk
1
m

−mV̂ −Ω̂ − iωk

)

·

(

R
(k)
0

P
(k)
0

)

= 0

Rozwiązania konstruujemy z modów własnych:
(

r(t)

p(t)

)

=
6
∑

k=1

λk

(

R
(k)
0

P
(k)
0

)

eiωkt

równanie na częstości własne

ω6 + Aω4 +B ω2 + C = 0

częstości własne zawsze występują parami: ±ω.
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Częstósci własne, a stabilnósć układu

Równanie na częstości własne (Ω = Ωn)

χ3 + Aχ2 +B χ+ C = 0 (ω2 = χ)

A = −2Ω2
− Tr(V̂ )

B = Ω4 + Ω2
[

3n·V̂ ·n − Tr(V̂ )
]

+
Tr(V̂ )2 − Tr(V̂ 2)

2

C = −Ω4 n·V̂ ·n + Ω2
[

Tr(V̂ )n·V̂ ·n − n·V̂ 2
·n

]

− Det(V̂ )
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Częstósci własne, a stabilnósć układu

Równanie na częstości własne (Ω = Ωn)

χ3 + Aχ2 +B χ+ C = 0 (ω2 = χ)

A = −2Ω2
− Tr(V̂ )

B = Ω4 + Ω2
[

3n·V̂ ·n − Tr(V̂ )
]

+
Tr(V̂ )2 − Tr(V̂ 2)

2

C = −Ω4 n·V̂ ·n + Ω2
[

Tr(V̂ )n·V̂ ·n − n·V̂ 2
·n

]

− Det(V̂ )

Dla ustalonego V̂ i n otrzymujemy równanie krzywej

f(χ,Ω) = χ3 + A(Ω)χ2 + B(Ω)χ+ C(Ω) = 0
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Przypadek dwuwymiarowy

Vx = 1, Vy = 3, Vz = 2 Ω = (0, 0,Ω)
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Przypadek dwuwymiarowy

Vx = 1, Vy = 3, Vz = 2 Ω = (0, 0,Ω)

0

1

2

3

4

Ω

1 2 3 4 5 6
χ

Zakład Optyki Atomowej UJ – p. 5/24



Przypadek dwuwymiarowy

Vx = 3, Vy = 1 Potencjał nieobracający się

 
 

X

Y
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Przypadek dwuwymiarowy

Vx = 3, Vy = 1 Powolny obrót (Ω = 0.2), pierwszy obszar stabilności

X

Y
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Przypadek dwuwymiarowy

Vx = 3, Vy = 1 Obrót destrukcyjny (Ω = 1.5), obszar niestabilności

X

Y
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Przypadek dwuwymiarowy

Vx = 3, Vy = 1 Szybki obrót (Ω = 2), drugi obszar stabilności

 
 

X

Y
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Dowolne ustawienie osi obrotu

Vx = 3, Vy = 2, Vz = 1 Ω = Ω√
3
(1, 1, 1)
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Dowolne ustawienie osi obrotu
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Przypadek trójwymiarowy

Vx = 3, Vy = 2, Vz = 1 Pierwszy obszar niestabilności

Y

X

Z
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Przypadek trójwymiarowy

Vx = 3, Vy = 2, Vz = 1 Drugi obszar niestabliności

X

Y

Z
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Przypadek trójwymiarowy

Vx = 3, Vy = 2, Vz = 1 Stabilizacja siłą Coriolisa

X

Y

Z
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Rezonans grawitacyjny

Hamiltonian w obecności pola grawitacyjnego

H =
p2

2m
+ r ·Ω̂·p +

m

2
r ·V̂ ·r +mg(t)·r

Równania ruchu nadal są liniowe, ale niejednorodne
dr

dt
=

p

m
− Ω̂·r

dp

dt
= −mV̂ ·r − Ω̂·p −mg(t)

Rozwiązanie równań ruchu jest postaci
(

r(t)

p(t)

)

=
6
∑

k=1

λk(t)

(

R
(k)
0

P
(k)
0

)

eiωkt
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Rezonans grawitacyjny

Dynamika konkretnego modu

dλk

dt
= γk

‖e−iωk(Ω)t + γk
⊥ei(Ω−ωk(Ω))t

Warunek rezonansu grawitacyjnego

ωk(Ω) = Ω

Jest to ciekawy typ rezonansu

obrót pułapki Ω

częstość własna ω

warunek rezonansu ω = Ω
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Punkty rezonansowe

Vx = 3, Vy = 2, Vz = 1 nx = cos(2π
5 ), ny = 0, nz = sin(2π

5 )
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Punkty rezonansowe
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Punkty rezonansowe

Vx = 3, Vy = 2, Vz = 1 nx = cos( π
60), ny = 0, nz = sin( π

60)
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Trajektorie w obecności grawitacji

Vx = 1, Vz = 3, Ω = (0, 0, 0) brak obrotu

X'

Z'
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Trajektorie w obecności grawitacji

Vx = 1, Vz = 3, Ω = (0, 0.15, 0) Poniżej częstości rezonansowej

X'

Z'
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Trajektorie w obecności grawitacji

Vx = 1, Vz = 3, Ω = (0,
√

3
8 , 0) Obrót rezonansowy

Z'

X'
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Trajektorie w obecności grawitacji

Vx = 1, Vz = 3, Ω = (0, 2, 0) Powyżej częstości rezonansowej

Z'

X'
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Dynamika kwantowa

Hamiltonian kwantowy

Ȟ =
−~

2

2m
∇

2 +
~

i
r ·Ω̂·∇ +

m

2
r ·V̂ ·r +mg(t)·r

zbadajmy ewolucję paczki gaussowskiej

Ψ(r, t) = N(t)e
i

~
φ(t) exp

{

−
m

2~
[r − R(t)]·K̂(t)·[r − R(t)] +

ir ·P (t)

~

}

Średnie położenie i pęd

〈ř〉 =

Z

Ψ∗(r, t) rΨ(r, t) d3r = R(t)

〈p̌〉 =
~

i

Z

Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t) d3r = P (t)
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Ewolucja parametrów paczki

Równanie Schrödingera prowadzi do równań na
ewolucję parametrów:

dK̂(t)

dt
= −iK̂(t)2 + iV̂ −

[

Ω̂, K̂(t)
]

dR(t)

dt
=

P(t)

m
− Ω̂·R(t)

dP(t)

dt
= −mV̂ ·R(t) − Ω̂·P(t) −mg(t)

dN(t)

dt
=

N(t)

2
Tr(ImK̂(t))

dφ(t)

dt
= −

~

2
Tr(ReK̂(t)) −

P(t)2

2m
+
m

2
R(t)·V̂ ·R(t)
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Ewolucja kształtu paczki

Kształt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K̂

dK̂(t)

dt
= −iK̂(t)

2
+iV̂−

[

Ω̂, K̂(t)
]
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Ewolucja kształtu paczki

Kształt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K̂

dK̂(t)

dt
= −iK̂(t)

2
+iV̂−

[

Ω̂, K̂(t)
]

Wykonujemy dekompozycję

K̂(t) = −
i

m
N̂(t)·D̂−1(t)
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Ewolucja kształtu paczki

Kształt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K̂

dK̂(t)

dt
= −iK̂(t)

2
+iV̂−

[

Ω̂, K̂(t)
]

Wykonujemy dekompozycję

K̂(t) = −
i

m
N̂(t)·D̂−1(t)

−
i

m

(

d

dt
N̂

)

·D̂−1 +
i

m
N̂ ·D̂−1

·

(

d

dt
D̂

)

·D̂−1 =

=
i

m2
N̂ ·D̂−1

·N̂ ·D̂−1 + iV̂ +
i

m
Ω̂·N̂ ·D̂−1

−
i

m
N̂ ·D̂−1

·Ω̂
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Ewolucja kształtu paczki

Kształt kwantowej paczki opisany jest przez macierz K̂

dK̂(t)

dt
= −iK̂(t)

2
+iV̂−

[

Ω̂, K̂(t)
]

Wykonujemy dekompozycję

K̂(t) = −
i

m
N̂(t)·D̂−1(t)

−
i

m

(

d

dt
N̂

)

·D̂−1 +
i

m
N̂ ·D̂−1

·

(

d

dt
D̂

)

·D̂−1 =

=
i

m2
N̂ ·D̂−1

·N̂ ·D̂−1 + iV̂ +
i

m
Ω̂·N̂ ·D̂−1

−
i

m
N̂ ·D̂−1

·Ω̂
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Ewolucja kształtu paczki

Po uporządkowaniu równania mają postać:

dD̂

dt
=

1

m
N̂ − Ω̂·D̂

dN̂

dt
= −mV̂ ·D̂ − Ω̂·N̂

Przypomnijmy klasyczne równania ruchu:

dr

dt
=

p

m
− Ω̂·r

dp

dt
= −mV̂ ·r − Ω̂·p −mg(t)

Kolumny N̂ i D̂ spełniają klasyczne równania ruchu!

Kształt paczki nie czuje zewnętrznego pola!
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Przykład 1D

Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo):
[

−
∂2

∂ξ2
+ ξ2

]

ψ(ξ, τ) = i
∂

∂τ
ψ(ξ, τ)

Zbadamy ewolucję paczki gaussowskiej:

ψ(ξ, τ) = N(τ)e−α(τ)ξ2/2 α(0) = 2
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Przykład 1D

Jednowymiarowy oscylator (bezwymiarowo):
[

−
∂2

∂ξ2
+ ξ2

]

ψ(ξ, τ) = i
∂

∂τ
ψ(ξ, τ)

Zbadamy ewolucję paczki gaussowskiej:

ψ(ξ, τ) = N(τ)e−α(τ)ξ2/2 α(0) = 2

Rozwiązanie: α(τ) = −i
n(τ)
d(τ)

warunek początkowy: n(0) = −2, d(0) = i

i rozwiązujemy:






ḋ = n

ṅ = −d
⇒







d(τ) = −2 sin(τ) + i cos(τ)

n(τ) = −2 cos(τ) − i sin(τ)
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Generyczny stan stacjonarny

Jeszcze raz ewolucja kształtu:

K̂(t) = −
i

m
N̂(t)·D̂−1(t)

Aby kształt nie zależał od czasu wystarczy, aby:

D̂(t) = D̂0 ·e
iω̂t

N̂(t) = N̂0 ·e
iω̂t

K̂0 = −
i
m

N̂0 ·D̂
−1
0

Pamiętamy, że klasyczne mody spełniają taki warunek:




r(k)(t)

p(k)(t)



 =





R
(k)
0

P
(k)
0



 eiωkt

Z klasycznych amplitud można zbudować stacjonarną paczkę falową
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Przepis na funkcję falową

Znajdź trzy mody własne:
(

R
(1)
0

P
(1)
0

)

eiω1t

(

R
(2)
0

P
(2)
0

)

eiω2t

(

R
(3)
0

P
(3)
0

)

eiω3t

Zbuduj macierze N̂0 i D̂0 następująco:

D̂0 =
(

R
(1)
0 R

(2)
0 R

(3)
0

)

N̂0 =
(

P
(1)
0 P

(2)
0 P

(3)
0

)
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Przepis na funkcję falową

Znajdź trzy mody własne:
(

R
(1)
0

P
(1)
0

)

eiω1t

(

R
(2)
0

P
(2)
0

)

eiω2t

(

R
(3)
0

P
(3)
0

)

eiω3t

Zbuduj macierze N̂0 i D̂0 następująco:

D̂0 =
(

R
(1)
0 R

(2)
0 R

(3)
0

)

N̂0 =
(

P
(1)
0 P

(2)
0 P

(3)
0

)

Wylicz macierz K̂0 = −
i
mN̂0 · D̂

−1
0

Gaussowska funkcja falowa

Ψ0(r) = Ne−
m

2~
r·K̂0·r

opisuje stan stacjonarny Hamiltonianiu
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Wybór modów własnych

Układ posiada 6 modów własnych o częstościach:

±ω1 ± ω2 ± ω3

Potrzebujemy 3 mody do konstrukcji macierzy N̂0 i D̂0

Które mody należy wybrać?
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Wybór modów własnych

Układ posiada 6 modów własnych o częstościach:

±ω1 ± ω2 ± ω3

Potrzebujemy 3 mody do konstrukcji macierzy N̂0 i D̂0

Które mody należy wybrać?
Należy wybrać te mody, które zapewnią ReK̂0 > 0

Istnieje tylko jedna taka kombinacja!

Z każdej pary o określonej częstości jest wybrany dokładnie
jeden mod

Nawet gdy hamiltonian nie jest dodatniookreślony istnieje taka
kombinacja!
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Inne stany stacjonarne
Aby znaleźć inne stany stacjonarne zbadajmy ewolucję funkcji:

Ψ(r, t) = Ne
i

~
φ(t) exp

{

−
m

2~
[r − R(t)]·K̂0 ·[r − R(t)] +

ir ·P (t)

~

}

teraz kształt K̂0 nie zmienia się w czasie

Średnie położenie i pęd spełniają klasyczne równania

dR(t)

dt
=

P (t)

m
− Ω̂·R(t)

dP (t)

dt
= −mV̂ ·R(t) − Ω̂·P (t)

Wybierzmy mod o częstości −ωk





R(t)

P (t)



 =





R
(−k)
0

P
(−k)
0



 e−iωkt
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Inne stany stacjonarne

Funkcję falową ma wtedy postać

Ψ(r, t) = A eiΩ0t
∞
∑

n=0

1

n!
Hn(αk ·r) e−in ωk te−

m

2~
r·K̂0·r

Ω0 = −
1

2
Tr(ReK̂0)

αk ∝ mK̂0 ·R
(−k)
0 + iP

(−k)
0

Stanem stacjonarnym hamiltonianu jest zatem:

Ψn(r) = AnHn(αk ·r) Ψ0(r)

En = ~ (nωk − Ω0)

Konstrukcję należy powtórzyć dla wszystkich klasycznych modów.
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Przykład 1D
Równania ruchu

ẋ(t) =
p(t)

m

ṗ(t) = −mΩx(t)
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Przykład 1D
Równania ruchu

ẋ(t) =
p(t)

m

ṗ(t) = −mΩx(t)

Mody własne
0

@

1

imΩ

1

A eiΩt

0

@

−1

imΩ

1

A e−iΩt
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Przykład 1D
Równania ruchu

ẋ(t) =
p(t)

m

ṗ(t) = −mΩx(t)

Mody własne
0

@

1

imΩ

1

A eiΩt

0

@

−1

imΩ

1

A e−iΩt
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ẋ(t) =
p(t)

m
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Podsumowanie

Wirująca pułapka
harmoniczna

Dynamika klasyczna

- obrót wokół osi głównej
- obrót wokół dowolnej osi
- stabilność dynamiki
- obszary niestabilności

Pole grawitacyjne

- nietrywialny wpływ pola

- rezonans grawitacyjny

Dynamika kwantowa

- dynamika gaussowskiego stanu
- gaussowski stan stacjonarny
- rodzina stanów stacjonarnych

Cała dynamika kwantowa

opisana w języku

dynamiki klasycznej
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