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Atom dwupoziomowy

Hamiltonian
bH = bH0 + bHI

bH 0 = m� z +
Z 1

0
dk k ay(k)a(k);

bH I = � x

Z 1

0
dk g(k) �( k):

kwantowe pole elektromagnetyczne

�( k) =
a(k) + ay(k)

p
2k

a(k), ay(k) - operatory anihilacji i kreacji fotonów w odpowiednich modach
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Sytuacja �zyczna

Za�o�zenia
uk�ad opisany hamiltonianem bH znajduje si �e w równowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciep�a (termostatem) o temperaturze T

temperatura termostatu jest na tyle ma�a, �ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wyst �epuje

Zespó� statystyczny
ustalona liczba fermionów (elektronów) i równa 1

ustalona temperatura termostatu T

ustalony potencja� chemiczny � fotonów w rezerwuarze

Stan kwantowy uk�adu (� = 1=kT )

b� =
1
bZ

e� � bK bZ = tr
h
e� � bK

i

Hamiltonian statystyczny bK = bH � � N N - operator liczby fotonów
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Polaryzowalność atomu

Wartość oczekiwana dowolnego operatora

hhOii = tr
�
b� O

�
=

tr
�
e� � bK O

�

tr
�
e� � bK

�

liniowa polaryzowalność atomu

a(t; t0) = � i � (t � t0)
DDh

ei bH t � x e� i bH t ; ei bH t0

� x e� i bH t0
iEE

�atw o si �e przekonać, �ze a(t; t 0) zale�zy jedynie od ró�znicy t � t 0 i ma zatem proste

przedstawienie fourierowskie

a(! ) =
Z 1

�1
dt ei! (t � t 0) a(t; t0)
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Druga kwantyzacja
PSfrag replacements

j0i j1i

jN i jgi jei jB i

Dotychczasowy opis:

Opis w j �ezyku drugiej kwantyzacji:

Operatory anihilacji:  # = jeihB j � jN ihgj;  " = jgihB j + jN ihej

Operatory kreacji:  y
# = jB ihej � jgihN j;  y

" = jB ihgj + jeihN j

Operatory pola fermionowego: 	 =

0

@  "

 #

1

A 	 y =
�

 y
" ;  y

#

�

Relacje antykomutacyjne:
n

	 � ; 	 y
�

o
= � �� ;

�
	 � ; 	 �

	
=

n
	 y

� ; 	 y
�

o
= 0
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Druga kwantyzacja
PSfrag replacements

j0i j1i

jN i jgi jei jB i

Dotychczasowy opis:

Opis w j �ezyku drugiej kwantyzacji:

Hamiltonian w nowym j �ezyku

H = H0 + HI

H 0 = m	 y � z 	 +
Z 1

0
dk k ay(k)a(k)

H I = 	 y � x 	
Z 1

0
dk g(k) �( k)
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Ewolucja operatorów pola

Obraz Heisenberga à (t) = eiH t à e� iH t

(i@t � m0� z )	( t ) =
Z 1

0
dk g(k)� k (t )� x 	( t )

(@2
t + k2)� k (t ) = � g(k)	 y (t ) � x 	( t )

Obraz Diraca �( t) = eiH 0t à e� iH 0t

(i@t � m0� z ) (t ) = 0

(@2
t + k2)� k (t ) = 0

Zwi �azek pomi �edzy propagatorami chronologicznymi
(twierdzenie Lowa i Gell-Manna)

h
 jT 		 : : : 	 y 	 y � : : : � j 
 i =
hgjT   : : :  y  y � : : : � e� i

R
dt H I jgi

hgjT e� i
R

dt H I jgi
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Roboczyuk�ad statystyczny
Rozwa�zamy formalnie pewien kwantowy stan uk�adu

De�niujem y nowy operator statystyczny (� = 1=kT )

� =
1
Z

e� � K Z = tr
h
e� � K

i

Hamiltonian statystyczny K = H � � N N - operator liczby fotonów

Wartość oczekiwana dowolnego operatora

hOi = tr
�
� O

�
=

tr
�
e� � K O

�

tr
�
e� � K

�

Obserwacja: jeśli operatory O1; : : : ; On dzia�aj �a tylko w podprzestrzeni qubitu to

hhO1 � � � On ii =
Z
bZ

h	 yO1	 � � � 	 yOn 	 i

Aby znaleźć a(t; t0) wystarczy zatem znać

� (t; t 0) = � i � (t � t 0)
Dh

	 y (t )� x 	( t ); 	 y (t0)� x 	( t 0)
iE
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Roboczyswobodnyuk�ad statystyczny

Dla celów praktycznych de�niujem y równie�z
swobodny uk�ad statystyczny

Swobodny operator statystyczny (� = 1=kT )

� =
1

Z0
e� � K 0 Z0 = tr

h
e� � K 0

i

Hamiltonian statystyczny K 0 = H 0 � � N N - operator liczby fotonów

Wartość oczekiwana dowolnego operatora

hOi 0 = tr
�
� 0 O

�
=

tr
�
e� � K 0 O

�

tr
�
e� � K 0

�
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Propagatoryczasurzeczywistego

propagatory retardowane pola elektromagnetycznego
pe�ny propagator

DR(k; k0; t; t 0) = � i� (t � t 0)h
�
�( t ); �( t 0)

�
i

propagator pola swobodnego

D R(k; k0; t; t 0) = � i� (t � t 0)h
�
� (t ); � (t 0)

�
i 0

Wprost z równań dynami wynika zwi �azek

DR(k; k0; k0) = D R(k; k0; k0)+

�
Z 1

0
dk1 g(k1)

Z 1

0
dk2 g(k2) D R(k; k1; k0)� (k0)D R(k2; k0; k0)

Wielkość � (k0) mo�zna wyznaczyć znaj �ac
propagator retardowany pola elektromagnetycznego
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Formalizm Matsubary (� = it )

Obraz Matsubary-Heisenberga O(� ) = eK� O e�K �

�( k; � ) = eK � �( k) e�K �

	( � ) = eK � 	 e�K �

	 y (� ) = eK � 	 y e�K �

Obraz Matsubary-Diraca O(� ) = eK0� O e�K 0�

 (� ) =

0

@  " e� m �

 # em �

1

A

 y (� ) =
�

 y
" em � ;  y

# e� m �
�

� (k; � ) =
a(k)e� k � + ay(k)ek �

p
2k

H I (� ) = eK 0 � H I e�K 0 � =  y (� ) � x  (� )
Z 1

0
dk g(k)� (k; � )
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Funkcje korelacji Matsubary

Temperaturowe funkcje korelacji

eG(� 1; : : : ; � n) = �h T� O(� 1) � � � O(� n)i 0 � � i � �

Propagatory temperaturowe
Propagator fermionowy

eS�� (� 1 ; � 2 ) = �h T� 	 � (� 1 )	 y
� (� 2 )i

Propagator fotonowy

eD(k; k0; � 1 ; � 2) = �h T� �( k; � 1)�( k0; � 2 )i

Propagatory temperaturowe s �a funkcj �a jedynie ró �znicy swoich argumentów. To
znaczy, �ze mo�zna ograniczyć si �e do argumentów spe�niaj �acych warunek

� � � � 1 � � 2 � �
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ReprezentacjaFouriera

Propagatory temperaturowe s �a cykliczne na odcinku 2� . Maj �a zatem

przedstawienie w postaci szeregów Fouriera

eG(� ) =
1
�

1X

n= �1

e� i! n � eG(! n) ! n =
� n
�

Propagator bozonów/fermionów ma dodatkow �a w�asność

eG(� ) = � eG(� + � )
�

+1 bozony

� 1 fermion y

Wspó�czynniki fourierowskie maj �a zatem postać

eG(! n ) =
Z 1

0
d� ei! n � eG(� ) ! n =

8
><

>:

2n�
� bozony

2( n +1) �
� fermion y
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eG(� ) = � eG(� + � )
�

+1 bozony

� 1 fermion y

Wspó�czynniki fourierowskie maj �a zatem postać
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Temperaturowepropagatoryswobodne

swobodny propagator fermionowy
de�nicja

eS�� (� 1; � 2) = �h T�  � (� 1) y
� (� 2)i 0

sk�adniki fourierowskie

eS(! n ) =
1

i! n � m� z
! n =

2(n + 1)�
�

swobodny propagator fotonowy
de�nicja

eD(k; k0; � 1; � 2) = �h T� � (k; � 1)� (k0; � 2)i 0

sk�adniki fourierowskie

eD (k; k0; ! n ) = �
� (k � k0)
! 2

n + k2
! n =

2n�
�
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Rachunekperturbacyjny

Zwi �azek podstawowy pomi �edzy temperaturowymi
funkcjami korelacji

hT� O1(� 1) � � � On(� n)i =

=
hT� O1(� 1) � � � On(� n) e�

R�
0 d� H I (� ) i 0

hT� e�
R�

0 d� H I (� ) i 0

Twierdzenie Wicka w skończonej temperaturze

hT� O1 � � � Oni 0 =
X

�

(� 1)� hT� O� 1 O� 2 i 0 � � � hT� O� n � 1 O� n i 0
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Regu�yMatsubary-Feynmana

) � eS(! n) =
� 1

i! n � m� z
! n =

(2n + 1)�
�

) � eD(! n) =
� (k � k0)
! 2

n + k2 ! n =
2n�
�

) � V(k) = g(k)� x

W wierzcho�ku spe�nione jest zachowanie cz�estości ! n

Ka�zda zamkni �eta p�etla fermionowa oznacza pomno �zenie wyra�zenia przez � 1 i ślad
odpowiednich macierzy

Na końcu wyca�kować po wszystkich wewn�etrznych p�edach k i wysumować po
wszystkich wewn�etrznych cz�estościach ! n . Ka�zd �a sum�e podzielić przez �
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Na końcu wyca�kować po wszystkich wewn�etrznych p�edach k i wysumować po
wszystkich wewn�etrznych cz�estościach ! n . Ka�zd �a sum�e podzielić przez �
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Temperaturowy propagator fotonu

Propagator fotonu w pe�nej teorii

= + + + : : :

= +
1

� 1 �

= + + + + + : : : = �
R1

0 dk g2 ( k )
! 2

n + k 2

Temperaturowa macierz przejścia

� eT( ! n) =
1

� 1
�
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Drugi rz �ad rachunku zaburzeń

� eP(2) (! n) = = �
1
�

X

n0

Tr
�

� x eS(! n0 + ! n)� x eS(! n0)
	

Ze wzgl �edu na statystyki kwantowe

! n =
2n�

�
! n 0 =

(2n0 + 1)�
�

Po wykonaniu sumowania i uporz �adkowaniu

eP(2) (! n ) = �
4m

4m2 + ! 2
n

tanh
�

� m
2

�

To daje temperaturow �a macierz przejścia

eT(2) (! n) = �
4m

(4m2 + ! 2
n)coth

�
� m
2

�
� 4meh(! n)
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Co dalej?

Propagator temperaturowy (w urojonym czasie � = it )

eD(k; k0; ! n ) = eD (k; k0; ! n ) +

�
� Z 1

0
dk1 g(k1) eD (k; k1; ! n )

�
� eT( ! n ) �

� Z 1

0
dk2 g(k2) eD (k2; k0; ! n )

�

Propagator retardowany (w rzeczywistym czasie t )

DR(k; k0; k0) = D R(k; k0; k0) +

�
� Z 1

0
dk1 g(k1)D R(k; k1; k0)

�
� � (k0) �

� Z 1

0
dk2 g(k2)D R(k2; k0; k0)

�

Jeśli znalibyśmy zwi �azek pomi �edzy propagatorami temperaturowymi i retardowanymi
to moglibyśmy odtworzyć funkcj �e � (k0) ze znajomości macierzy przejścia eT (! n )
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Reprezentacjaspektralna

Propagator temperaturowy

eD(k; k0; ! n) =
Z 1

�1
dM

M (M ; k; k0)
i! n � M

Propagator retardowany

DR(k; k0; k0) =
Z 1

�1
dM

M (M ; k; k0)
k0 � M + i�

Macierz spektralna

M (M ; k; k0) =
X

n;m

� (M + K n � K m )
e� � K m � e� � K n

Z
hnj�( k)jmihmj�( k0)jni
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Przed�u�zenieanalityczne

eD(k; k0; ! n ) =
Z 1

�1
dM

M (M ; k; k0)
i! n � M

DR(k; k0; k0) =
Z 1

�1
dM

M (M ; k; k0)
k0 � M + i�

F (z) =
Z 1

�1
dM

M (M ; k; k0)
z � M

Retardowany ! Temperaturowy

eD(k; k0; ! n ) = DR(k; k0; i! n ) ! n > 0

eD(k; k0; � ! n ) = eD � (k; k0; ! n )

Temperaturowy ! Retardowany
Procedura niejednoznaczna matematycznie, ale �zycznie jednoznaczna

DR(k; k0; k0) = eD(k; k0; � ik 0 + � ) k0 > 0
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Polaryzowalność atomu

Wykonuj �ac przed�u�zenie analityczne otrzymujemy w drugim
rz�edzie rachunku zaburzeń

� (2) (! ) =
4m

(4m2 � ! 2) coth
�

� m
2

�
� 4m

h
b�( ! ) + i sign(! ) b�( ! )

i

gdzie

�( ! ) = P
Z 1

0
dk

g2(! )
k2 � ! 2

�( ! ) =
� g2(! )

2j! j
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Polaryzowalność atomu

Wzór na polaryzowalność

a(! ) =
Z
bZ

� (! )

W najni�zszym rz�edzie rachunku perturbacyjnego
wystarczaj �ace jest przybli �zenie

Z
bZ

�
Z0

bZ0
=

e� � m + e� m + 2
e� � m + e� m =

tanh(� m)

tanh
�

� m
2

�

Polaryzowalność w drugim rz�edzie

a(! ) =
tanh (� m)

tanh
�

� m
2

�
4m

(4m2 � ! 2) coth
�

� m
2

�
� 4m

h
b�( ! ) + i sign(! ) b�( ! )

i
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Polaryzowalność atomu

a(! ) =
4m tanh (� m)

4m2 � ! 2 � 4m
h

b� T(! ) + i sign(! ) b� T(! )
i

� T(! ) = b�( ! ) tanh
�

� m
2

�

� T(! ) = b� (! ) tanh
�

� m
2

�

Spodziewana zale�zność amplitudy polaryzowalności od temperatury

Niespodziewane wyostrzenie rezonansu przy wzroście temperatury

Motional narrowing
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