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Atom dwupoziomowy
-

#® Hamiltonian

Bo=m , + dk k a¥ (k)a(k);
0
1

= . dk g(k) ( k):

# kwantowe pole elektromagnetyczne

a(k) + a'(k)
"2k

[(k)= =

a( k), ay(k) - operatory anihilacji i kreacji fotonow w odpowiednich modach
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Sytuacja zyczna

f ® Zaozenia T

>

uk ad opisany hamiltonianem M znajduje sie w réwnowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciep a (termostatem) o temperaturze T

temperatura termostatu jest na tyle ma a, ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wystepuje

|
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Sytuacja zyczna
f.o Za ozenia T

® uk ad opisany hamiltonianem Hp znajduje sie w rownowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciep a (termostatem) o temperaturze T

® temperatura termostatu jest na tyle ma a, ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wystepuje
® /Zespo statystyczny
#® ustalona liczba fermionow (elektronéw) i rowna 1
#® ustalona temperatura termostatu T

#® ustalony potencja chemiczny fotonow w rezerwuarze
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Sytuacja zyczna
f.o Za ozenia T

® uk ad opisany hamiltonianem Hp znajduje sie w rownowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciep a (termostatem) o temperaturze T

® temperatura termostatu jest na tyle ma a, ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wystepuje
® /Zespo statystyczny
#® ustalona liczba fermionow (elektronéw) i rowna 1
#® ustalona temperatura termostatu T

#® ustalony potencja chemiczny fotonow w rezerwuarze

# Stan kwantowy uk adu ( = 1=kT)
h i
P k
b= —e D=1tr e
2

Hamiltonian statystyczny |b — |'b N N - operator liczby fotonow
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Polaryzowalnosc atomu

# \WartoSc oczekiwana dowolnego operatora

tremo

Ol = tr bO =
tr e R




Polaryzowalnosc atomu

-

# \WartoSc oczekiwana dowolnego operatora

to
moii = tr bO = O]
tr e ®

# liniowa polaryzowalnoSc atomu

M Y -

At = i 19 dW e Mgl o ”t”olu_]

® atw o sie przekonag, ze a(t; t9 zalezy jedynie od roznicy t  t°i ma zatem proste

przedstawienie fourierowskie

Z

— il (t t9 44
L a(!) 1 dt € a(t; t9 J
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:

joi

()
[

Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:

JN| joi

O

j1i

@)

jei

O

O

O
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:

@)

jOi j1i

()
[

Opis w jezykw@rugiej kwantyzacji
JN i jgi jel jBi
® Operatory anihilacji: + = jeihBj jNihgj; « = jgihBj + |Nihej
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:

@)

joi j1i

@)

Opis w jezykyArugiej kwantyzacji,

O

jN'i o] jei jBi

(
E

® Operatory anihilacji: + = jeihBj jNihgj; « = jgihBj + |Nihej
® Operatory kreaciji: % = jBihg} jgihNj; Y = jBihgj + jeihNj
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:

O
jOi j1i
O
Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:
jNi jgi jei jBi
Operatory anihilacji: + = jeihBj jNihgj; « = jgihBj + |Nihej
Operatory kreaciji: ; = jBihg} jgihNj; Y = jBihgj + jeihNj
0 ia
Operatory pola fermionowego: -@ A y= 7
#
n 0 n
Relacje antykomutacyjne: . Y = ; ; = Y.

Seminarium CET = p. 5/24



Druga kwantyzacja

-

Dotychczasowy opis:

jOi j1i
Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:
IN i jgi jel jBi
# Hamiltonian w nowym jezyku
H=Hp+ H,
vA 1
Ho=m Y , + dk k a¥(k)a(k)
0
Z 1

L Hi= Yo dkg(k) (K) J
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Ewolucja operatorow pola

#® Obraz Heisenberga

—

3 (t) = @Hty e 'Ht

r

.

(i@ mo 2)( t)=
(@ + k%) «(t) =

4

1

. dkg(k) «k(t) x (1)

g(k) () x (1)

N\

J

® Obraz Diraca

( t) — eiHota e iHot

(i@ mg z) (1)=0
(@ + k%) (1) =0

|
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Ewolucja operatorow pola

#® Obraz Heisenberga

a (1) = efta

r

.

(i@ mo 2)( t)=
(@ + k%) «(t) =

Ll \

. dkg(k) «k(t) x (1)

g(k) () x (1)

J

® Obraz Diraca

a IHt

( t) — eiHota e iHot

(i@ mp z) (t)=0

(@ +

k?) k()= 0

#® Zwiazek pomiedzy propagatorami chronologicznymi

(twierdzenie Lowa i Gell-Manna)

h jT

i Y Y =

R
hojT i Y Y e ! dtHijg

hiTe ' dtHijg

|

Seminarium CET = p. 7/24



Roboczyuk ad statystyczny

#® Rozwazamy formalnie pewien kwantowy stan uk adu
® De niujemy nowy operator statystyczny ( = 1=kT)

h [
1
[:—e K] Z=tr e K
VA

Hamiltonian statystyczny

K=H

N

N - operator liczby fotonéw

|
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Roboczyuk ad statystyczny

#® Rozwazamy formalnie pewien kwantowy stan uk adu
® De niujemy nowy operator statystyczny ( = 1=kT)

h i
1
[ = Ze K] Z=tr e K
Z
Hamiltonian statystyczny | K = H N N - operator liczby fotonéw
® WartoS¢ oczekiwana dowolnego operatora
_ tr e KO
hOi =tr O =
tr e K
® Obserwacja: jeSli operatory O1;:::; Op dzia aja tylko w podprzestrzeni qubitu to
4 :
mO]_ On” - Eh yO]_ yOn I
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Roboczyuk ad statystyczny

#® Rozwazamy formalnie pewien kwantowy stan uk adu
® De niujemy nowy operator statystyczny ( = 1=kT)

h i
1
[ = Ze K] Z=tr e K
Z
Hamiltonian statystyczny | K = H N N - operator liczby fotonéw
® WartoS¢ oczekiwana dowolnego operatora
_ tr e KO
hOi =tr O =
tr e K
® Obserwacja: jeSli operatory O1;:::; Op dzia aja tylko w podprzestrzeni qubitu to
4 :
mO]_ On” - Eh yO]_ yOn I

® Aby znalez¢ a(t; tY wystarczy zatem znac
Dh IE
L G)= 0t ) V) x (1) V() x (19 J
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Roboczyswobodny uk ad statystyczny
B -

# Dla celoéw praktycznych de niujem y rowniez

swobodny uk ad statystyczny
® Swobodny operator statystyczny ( = 1=kT)

1 h i
[:—e KO] Zo=1tr e Ko
Zo
Hamiltonian statystyczny | Ko = Ho N N - operator liczby fotonow

® WartoS¢ oczekiwana dowolnego operatora

tr e KoQ

hOig = tr O =
0 0 tr e Ko

o |
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Propagatory czasurzeczywistego

o N

# propagatory retardowane pola elektromagnetycznego
$ pe ny propagator

Dr(k;K%tt) = i (t tOh (t); (Y i

$ propagator pola swobodnego

Dr(k; K%t = i (t t9Hh (1); (19 io
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Propagatory czasurzeczywistego

o N

# propagatory retardowane pola elektromagnetycznego
$ pe ny propagator

Drk; K%t = i (t tOh (t); (%)
® propagator pola swobodnego
Dr(k; K1) = i (8 t)h (t); (1% io

® Wprost z réwnahn dynami wynika zwiazek

Dr(k; k% ko) = DRr(k; k% ko)+
Z 4 Z

dki g(k1) dkz g(k2) Dr(k; k1; ko) (ko)Dr(kz;k® ko)
0 0

Wielkos¢ (Kg) mozna wyznaczy¢ znajac
L propagator retardowany pola elektromagnetycznego J
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Formalizm Matsubary ( = it)

f’ Obraz Matsubary-Heisenberga O()=¢e 0ek T
4 )
(ki )=e (KkeK
()= e
V()= e YeK
G J




Formalizm Matsubary ( = It)

f # Obraz Matsubary-Heisenberga

.

(

O()=¢€ 0eX T

\_

(ki )= e
(1)=&

V()= e

(ke

eK

y eK

#® Obraz Matsubary-Diraca

! O()=¢€ 0efo
. € ¢t ™
()=@ "° A
4 €
Y(y= Ye"; Je™
k)= a(k)e kp+_ay(k)ek
\_ 2 J
Zl
Hi()= e Hie o = V() () dkgl (k)

|
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Funkcje korelacji Matsubary

o N

#® Temperaturowe funkcje korelacji

& )= hT O(1) O(n)i| 0




Funkcje korelacji Matsubary

o N

#® Temperaturowe funkcje korelacji

#® Propagatory temperaturowe

® Propagator fermionowy
§ (1;2)=hT (1) Y(2)i
® Propagator fotonowy
B(k;k®% 15 2)= hT (ki 1)( K% 2)i

® Propagatory temperaturowe sa funkcja jedynie roznicy swoich argumentéw. To
znaczy, ze mozna ograniczyc¢ sie do argumentéw spe niajacych warunek

o 1 2 |
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ReprezentacjaFouriera

® Propagatory temperaturowe sa cykliczne na odcinku @ Maja zatem

przedstawienie w postaci szeregéw Fouriera

r

€)=~

\_

hs

n=1

e n &(! n)

N

J

-

|
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ReprezentacjaFouriera

Propagatory temperaturowe sa cykliczne na odcinku @ Maja zatem

przedstawienie w postaci szeregdéw Fouriera

N

4 1 )4

n=1

& )="= e &) [!n:_]

. J

Propagator bozonow/fermionéw ma dodatkowa w asnosc¢

[@( ): @( + )] +11 bozony

fermiony

WspO czynniki fourierowskie maja zatem postac
2n

N/ QO

Z7 bozony

0

[@(!n>= de"n@H]
20D fermiony

|
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Temperaturowe propagatory swobodne

f swobodny propagator fermionowy T

[S (1;,22=hT (2 2)io]

de nicja

sk adniki fourierowskie

[g(!n):i!nl !n:2(n+1)

m z




Temperaturowe propagatory swobodne

f swobodny propagator fermionowy T

[S (1;,22=hT (2 2)io]

de nicja

sk adniki fourierowskie

[S(!n):i! 1 !n:2(n+1)

n m z

swobodny propagator fotonowy

e [@(k;kOﬁ 1;2)= hT (ki 1) (K% 2)io]

sk adniki fourierowskie

(kK9 ,

L [@(k;ko;!n): 12 + K2 "

‘ S
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Rachunekperturbacyjny

-

Zwiazek podstawowy pomiedzy temperaturowymi
funkcjami korelacji

4 )

hl O1( 1) On( n)i =

R
_hT O1(1) On(n)e o9 MiUig

T e od HIO)j,
\_ J

Twierdzenie Wicka w skohczonej temperaturze

X
AT Oy Opig= ( 1) AT O ,0,ip h O . ,0 .ig

|
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Regu y Matsubary-Feynmana

- .
_ 1 _(2n+ 1)
) Stn = S
k Kk
ANNNNL ) @(!n): !(2+k? In:ZL

>W ) V(K = gk



Regu y Matsubary-Feynmana
B -

. _ 1 _(2n+ 1)
- ) g(!n)—i!n m , lh =
kK k
ANNNN ) B(,) = !(2+k? !n:ZL
) V(K) = g(k) «x

W wierzcho ku spe nione jest zachowanie czestoSci !

Kazda zamknieta petla fermionowa oznacza pomnozenie wyrazenia przez 11 Slad
odpowiednich macierzy

Na kohcu wyca kowac po wszystkich wewnetrznych pedach k i wysumowac po
wszystkich wewnetrznych czestosciach ! . Kazda sume podzieli¢ przez
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Temperaturowy propagator fotonu

o N

Propagator fotonu w pe nej teori

AARAAS — N AN+ MAQ\AN‘F W"‘ .
1

O e

= ~ v F oA

ANNNNY
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Temperaturowy propagator fotonu

Propagator fotonu w pe nej teori

AARAAS — N AN+ MAQ\AN‘F W"‘ .

= ~ v F oA

1

1
/’@

LAVAVAVAX

\

(= Q+@+@+5+@+;;;

\

ANNNNY

AONNNe —

R, 2
g (k)
0 dk—ﬂn+k

-



Temperaturowy propagator fotonu

o N

Propagator fotonu w pe nej teori

AAAAL — ANNANAN F W\Q\N\,‘F w@ym@%"‘

3 1
= ~ v F oA @ 1 aONNN
@:©+@+®+5+®+::: = Roldk!gn;i'kk)2
Temperaturowa macierz przejscia
1
-@(I ﬂ) = 1

AN\

o © |



Drugi rzad rachunku zaburzen

1 X

-

p(Z)(! n) = Q: — Tr xS no+ 1'n) xS(! no)

no
Ze wzgledu na statystyki kwantowe

;o 2n o (2n%+ 1)

n .no

Po wykonaniu sumowania i uporzadkowaniu

4m m
PA (1) = rozEnh —
N

To daje temperaturowa macierz przejscia

4m

~N

(1) =
(4m? + | 2)coth =+

.

AmA(! )

|

Seminarium CFT = n. 18/24



Co dalej?

o N

Propagator temperaturowy (w urojonym czasie = it)

B(k; k%! n) = B(k;k%1n)+
Z 4 Z 4

; dk1 g(k1)B(k;k1;!'n)  ®(!n) . dk2 g(k2)® (ko; k%1 )

o |
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Co dalej?

Propagator temperaturowy (w urojonym czasie = it)

B(k; k%! n) = B(k;k%1n)+
Z 4 Z 4

; dk1 g(k1)B(k;k1;!'n)  ®(!n) . dk2 g(k2)® (ko; k%1 )

Propagator retardowany (w rzeczywistym czasie t)

Dr(k; k% ko) = DRr(k; k% ko) +
Z 4 Z 1

dki1 g(k1)Dr(k;k1;ko) (ko) dkz g(k2)Dr(kz2; k% ko)
0 0

Jesli znalibySmy zwiazek pomiedzy propagatorami temperaturowymi i retardowanymi
to moglibySmy odtworzy¢ funkcje (ko) ze znajomosci macierzy przejscia (! )

|
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Reprezentacjaspektralna

-

Propagator temperaturowy

S
~1

[@(k;ka,!n): am MMk k)

Iy M

1

Propagator retardowany

S
~1

M (M k; k9
1,0 _ K,
Dr(k; k% ko) 1 dM o Mt ]

Macierz spektralna

X e Km g Kn . .
M (M ;k; k% = (M +Kn Km) tnj ( k)jmihmj ( kOjni

. |
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Przed uzenieanalityczne

o N

Zl

M (M ; k; kO
B(k: k%1 ,) = dM Dr(k: k% ko) = dM !
( n) 1 I n M R( O) 1 ko M + i




Przed uzenieanalityczne

Z

M (M : k; kO M (M ; k; kO
B(k: k%1 ,) = dM Dr(k: k% ko) = dM
(’ n) 1 i!n M R( O) 1 ko M + |
Zl
M :k:k
F(z) = an MMk KD
1 Y4 M

-



Przed uzenieanalityczne

-

Z

Sk k01 )= dm MMiKK) Dr(k: Ko ko) = dm MMiKiK)
1 !'n M 1 ko M + i
k_’/\ J
& 1 M (M ; k; kO
F(z) = dMm
1 V4 M

Retardowany ! Temperaturowy

B(k: k%! )= Dr(k;k%il h) 1'h >0
@(k;koi ln)=D08 (k;kO;! n)

|
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Przed uzenieanalityczne

-

Z 4 L. Z 4 o
B(k;k%!n) = dM M.(M’k’ko) Dr(k; k% ko) = dM M(M’k’k?)
1 Il n M J 1 Ko M + |
F(z) = dM P
1 z M

Retardowany ! Temperaturowy

B(k: k%! )= Dr(k;k%il h) 1'h >0
@(k;koi ln)=D08 (k;koi! n)

Temperaturowy ! Retardowany
Procedura niejednoznaczna matematycznie, ale zycznie jednoznaczna

Dr(k; k% ko) = B(k; k% ikg+ ) ko> 0

|
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Polaryzowalnosc atomu

W

ykonujac przed uzenie analityczne otrzymujemy w drugim
rzedzie rachunku zaburzen

-

N\

@) = il h i

(4m2 12)coth -» 4m B 1)+isignt)R 1)

. J

gdzie
Zl 2
(=P dk 3 (!!)2
_og(!)
U= 50

o |
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Polaryzowalnosc atomu

-

Wz04r na polaryzowalnosc

[a(!):% ( )]




Polaryzowalnosc atomu

-

Wz04r na polaryzowalnosc

a(!):% (!)]

W najnizszym rzedzie rachunku perturbacyjnego
wystarczajace jest przyblizenie

Z Zo_e M+e™+2 tanh( m)

2 50_ e M+eM tanh =

o |
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Polaryzowalnosc atomu

Wz04r na polaryzowalnosc

a(!):% (!)]

W najnizszym rzedzie rachunku perturbacyjnego
wystarczajace jest przyblizenie

Z Zo_e M+e™+2 tanh( m)

2 50_ e M+eM tanh =

PolaryzowalnoSc w drugim rzedzie

tanh ( m) am

a(! ) =

2 2

h i
tanh -™  (@4m2 12)coth -™  4m P 1)+ isign( )R 1) J
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Polaryzowalnosc atomu

r

4m tanh ( m)

Am2 12 4m Do)+ isign(! ) Pr(1)

a(! ) =

()= 0 1) tanh

m

2
m

2

(') = b)) tanh

Spodziewana zaleznos¢ amplitudy polaryzowalnoci od temperatury

Niespodziewane wyostrzenie rezonansu przy wzroscie temperatury

Motional narrowing

|
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