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Atom dwupoziomowy

-

® Hamiltonian

[ﬁzf}/‘ZQ—l-?/'zI]

Ho = mo +/ dk kat (k)a(k),
0

HI:%/O dk g (k) (k).

# Kkwantowe pole elektromagnetyczne

[q)(k) ~ a(k)—l—aT(k)]

V2k

a(k), CL]L (k) - operatory anihilacji i kreacji fotonéw w odpowiednich modach

o |
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Sytuacja fizyczna

f ® Zatozenia T

>

uktad opisany hamiltonianem H znajduje sie w rownowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciepta (termostatem) o temperaturze T

temperatura termostatu jest na tyle mata, ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wystepuje

|
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Sytuacja fizyczna

f ® Zatozenia T

® uktad opisany hamiltonianem H znajduje sie w rownowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciepta (termostatem) o temperaturze T

® temperatura termostatu jest na tyle mata, ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wystepuje

® Zespot statystyczny
#® ustalona liczba fermionéw (elektronéw) i réwna 1
® ustalona temperatura termostatu T°

#® ustalony potencjat chemiczny . fotondw w rezerwuarze
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Sytuacja fizyczna

f ® Zatozenia T

® uktad opisany hamiltonianem H znajduje sie w rownowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciepta (termostatem) o temperaturze T

® temperatura termostatu jest na tyle mata, ze kreacja rzeczywistych par
elektron-pozyton nie wystepuje
® Zespot statystyczny
#® ustalona liczba fermionéw (elektronéw) i réwna 1
® ustalona temperatura termostatu T°

#® ustalony potencjat chemiczny . fotondw w rezerwuarze

o Stan kwantowy uktadu (3 = 1/x1)

AN

1 = ~
p==e Pk 7 = tr [e_ﬁq
Z

Hamiltonian statystyczny IC="H — /LN N - operator liczby fotonow
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PolaryzowalnoS¢ atomu

-

» Warto$¢ oczekiwana dowolnego operatora

(o) = ufpo] = L2

tr|e=#K]




PolaryzowalnoS¢ atomu

-

» Warto$¢ oczekiwana dowolnego operatora

_tr [e_mc(’)}

(0) = up0) = T ]

e_ﬁn}

# liniowa polaryzowalno$¢ atomu

a(t,t’) = —i0(t —t) << {ez‘Ht% e~V oMt 5 e_mt/} >>]

® tatwo sie przekonac, ze a(t,t') zalezy jedynie od roznicy t — ' i ma zatem proste

przedstawienie fourierowskie

W) = - eiw(t—t’) /
B a(w) /Oodt a(t, ') B
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:
O
0) 1)
O
Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:
[N) |9) e) | B)

|
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:
O
0) 1)
O
. m
|N) |9) e) | B)
® Operatory anihilacji: Y = |e)(B|] — |N){(g|, P = |g)(B| + |N){e

|
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Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:
O
0) 1)
O
— m
[N) |9) e) | B)

(
E

® Operatory anihilacji: | = [e)(B| — [N){gl, 1 = |g) (Bl + N) (el
® Operatory kreacji: o] = |B)(e| = [9)(N|, ] =[B){g| + e)(N]

o |
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L

Druga kwantyzacja

Dotychczasowy opis:
O
0) 1)
O
Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:
[N) |9) e) | B)
Operatory anihilacji: ) = |e)(B| — [N){(g], w1 = |g)(B| + |N){e]
Operatory kreacji: ] = [B){e| — [g)(N|, o] =|B)g|+ |e)(N]
Operatory pola fermionowego: U = ( ZT ) [\IJT = <¢$ : wD
l
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Druga kwantyzacja

-

Dotychczasowy opis:
O
0) 1)
O
Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:
[N) 9) e) | B)

O

)
N\

# Hamiltonian w nowym jezyku

H = Ho+ Hz

Ho =mUTo, U +/ dk ko' (k)a(k)
0

\_ Hy = Uto, W /Ooodk g(k) ®(k) J
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Ewolucja operatorow pola

-

o QObraz Heisenberga T(t) = et P =M

r

N\

(10 — moos)U(t) = /O " dk g(k) @ (H)op T (D)

(07 + E*) Py (1) = — g(k) ¥ (1) 0w W(1)

. J

# Obraz Diraca T(t) = etHot P g=Hol

|
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Ewolucja operatorow pola

-

» Obraz Heisenberga T(t) = et P =M

r

N\

(10 — moos)U(t) = /O " dk g(k) @ (H)op T (D)

(07 + E*) Py (1) = — g(k) ¥ (1) 0w W(1)

. J

# Obraz Diraca T(t) = etHot P g=Hol

(20 —mooz)(t)

0
(87 + k%) ¢r(t) =0

#® /wigzek pomiedzy propagatorami chronologicznymi

(twierdzenie Lowa i Gell-Manna)

(g|Tapap ... pTpTe... pe=t ) dtHr|g)
(9T e~/ dtHr|g)

o |

Seminarium CFT = p. 7/24
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Roboczy uklad statystyczny

f # Rozwazamy formalnie pewien kwantowy stan uktadu T
#® Definiujemy nowy operator statystyczny (6 = 1/kT)

|

p=—e

1 —ﬁK:

Z

Hamiltonian statystyczny

K=H—uN

Z = tr {e—BKJ]

N - operator liczby fotonéw

|
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Roboczy uklad statystyczny

f # Rozwazamy formalnie pewien kwantowy stan uktadu T
#® Definiujemy nowy operator statystyczny (6 = 1/kT)

p= —=e Z =tr [e_B’C]

1 —ﬁK:
Z

Hamiltonian statystyczny | X = H — uN N - operator liczby fotonow

® Wartos¢ oczekiwana dowolnego operatora

tr[e_ﬂ’C(’)]
O) =tr|pO| =
< > r[P ] tr[e_ﬁ’c]
#® Obserwacja: jesli operatory 01, ..., O, dziatajg tylko w podprzestrzeni qubitu to
Z gt t
(O1---Opn)) = = (WTO1W - - U0, W)

o |
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Roboczy uklad statystyczny

f # Rozwazamy formalnie pewien kwantowy stan uktadu T
#® Definiujemy nowy operator statystyczny (6 = 1/kT)

p=—e

1 _BK:
Z

Z = tr {e—BKJ]

Hamiltonian statystyczny | X = H — uN N - operator liczby fotonow

® Wartos¢ oczekiwana dowolnego operatora

tr[e_B’C(’)]
O) =tr|pO| =
< > r[P ] tr[e_ﬁ’c]
#® Obserwacja: jesli operatory 01, ..., O, dziatajg tylko w podprzestrzeni qubitu to
Z gt t
(O1---Opn)) = = (WTO1W - - U0, W)

® Aby znalez¢ a(t,t") wystarczy zatem znac
L a(t,t') = —if(t —t) < [qﬁ(t)% w(t), ot (t)oy xp(t’)} > J
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Roboczy swobodny ukiad statystyczny
- -

# Dla celow praktycznych definiujemy rowniez
swobodny ukfad statystyczny

® Swobodny operator statystyczny (3 = 1/kT)

1
[p — ¢ BKo

Zo = tr {e_B’CO}
Z

Hamiltonian statystyczny | Ko = Ho — uN N - operator liczby fotonow

® Warto$¢ oczekiwana dowolnego operatora

tr[e_B’CO (9]

(O)o = tr|po O] = tr[o—PKo]

o |
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Propagatory czasu rzeczywistego

o N

# propagatory retardowane pola elektromagnetycznego
® petny propagator

Dr(k, k', t,t') = —i0(t — t")([®(t), 2(t')])
® propagator pola swobodnego

DR(ka kl? t t/) — —’i@(t o t/)<[¢(t)7 ¢(t,>] >O

o |
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Propagatory czasu rzeczywistego

o N

# propagatory retardowane pola elektromagnetycznego
® petny propagator

Dr(k, k', t,t') = —i0(t — t")([®(t), 2(t')])
® propagator pola swobodnego

DR(ka kl? t t/) — —i@(t o t/)<[¢(t)7 (b(t,)] >O

® Woprost z rébwnan dynami wynika zwigzek

Dr(k, k', ko) = Dr(k, k', ko)+

—/ dk1g(7€1)/ dkz g(k2) Dy (k, k1, ko)a(ko)Dr(ke, k', ko)
0 0

Wielkos¢ a(ky) mozna wyznaczy¢ znajac
L propagator retardowany pola elektromagnetycznego J

Seminarium CFT —=p. 10/24



Formalizm Matsubary (7 = i?)

f o Obraz Matsubary-Heisenberga

O(r)=e 0 e_’CTT

(

Ok, 7) = d(k)e T
U(7r) =" We T

Ul(r) =™ wle X7

~\

|
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Formalizm Matsubary (7 = i?)

f o Obraz Matsubary-Heisenberga

.

O(1) = O e_’CTT

(

\_

Ok, 7) =X d(k)e 7
U(7r) =" We T

\PT(T) — KT gt g K7

~\

J

#® Obraz Matsubary-Diraca

O(7) = T O e=Fo7

-

.

wT e~ mT
P(7) =
WL(T) — (w%L emT,’QDl e—mT)

(b(kaT) —

T

a(k)e *™ + at(k)eF

~

V2k

J

Ha(r) = /0T Hy e 0T =t (1) o4 (7 /O “dk g(k)(k, 7)

|
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Funkcje korelacji Matsubary

-

# Temperaturowe funkcje korelacji

Glr ) = —(T-O(n) -+ O(m))|  0<7 <0




Funkcje korelacji Matsubary
-

# Temperaturowe funkcje korelacji

Glr ) = —(T-O(n) -+ O(m))|  0<7 <0

# Propagatory temperaturowe

® Propagator fermionowy

~

Sap(T1,72) = —(Tr Uo (1) W] (72))
® Propagator fotonowy
ﬁ(ka k,77-177-2) — _<TT (I)(ka Tl)q)(k/7 7-2)>

® Propagatory temperaturowe sg funkcjg jedynie r6znicy swoich argumentéw. To
znaczy, ze mozna ograniczy¢ sie do argumentdéw spetniajgcych warunek

- f<mn-m<f o

Seminarium CFT = p. 12/24




Reprezentacja Fouriera

o N

® Propagatory temperaturowe sg cykliczne na odcinku . Majg zatem

przedstawienie w postaci szeregéw Fouriera

4 00 A
~ 1

Gr) == 3 e Glu) [wn - @]

g

n—=——aoo
. J

o |
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Reprezentacja Fouriera

® Propagatory temperaturowe sg cykliczne na odcinku . Majg zatem

przedstawienie w postaci szeregéw Fouriera

4 )

— W T _
6 Z g Wn) [Wn — 3 ]

n—=——oo

\_

® Propagator bozonéw/fermionéw ma dodatkowg wtasno$é

G(r) =+G(r+5)] {0

—1 fermiony

® Wspdtczynniki fourierowskie majg zatem postac

bozony

W fermiony

Seminarium CFT = p. 13/24

2n
B

[é(wn) = /Ooodfeiwnfé(f)] Wy =

.



Temperaturowe propagatory swobodne

f #® swobodny propagator fermionowy T

® definicja —

Saalrm) = ~(Tr Ya(m)ul ()0

® skiadniki fourierowskie

~ 1
S(wn) = o, — 2(n+ )7




Temperaturowe propagatory swobodne

f #® swobodny propagator fermionowy T

® definicja —

Saalrm) = ~(Tr Ya(m)ul ()0

® skiadniki fourierowskie

~ 1
S(wn) = - o = 2t m

# swobodny propagator fotonowy

#® definicja [ZND(]{, k/,Tla 7_2) — _<TT ¢(k‘, 7'1)¢(/{:’, 7'2)>0]

® skiadniki fourierowskie

o(k — k) 2n

L [E(k,k/,wn):_w%+k2 T J

Seminarium CFT —=p. 14/24




Rachunek perturbacyjny

o N

#® Zwigzek podstawowy pomiedzy temperaturowymi
funkcjami korelacji

4 )

(T7O1(71) - - On(Tn)) =

(T,O01(71) - - - On(7) e~ Jo dTHI(T)>O
(T e~ Jo 477(0)

.

o Twierdzenie Wicka w skonczonej temperaturze

<T7' Ol Tt On>0 — Z(_l)m <T’7' 001002>0 Tt <T7' Oan_100n>0

o

o |
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Reguly Matsubary-Feynmana

-

~ —1 (2n+ 1)m
> —S n) = - n =
~ (wn) Wy, — MO, ~ 15
~ 6(k — k') 27
Y= P = =



Reguly Matsubary-Feynmana
- -

~ —1 (2n+ 1)m
> — —S n) = - n —
(n) Wy, — MO ~ 15
~ 6(k — k') 27
Y= D) = T =g

W wierzchotku spetnione jest zachowanie czesto$ci wy,

L I

Kazda zamknieta petla fermionowa oznacza pomnozenie wyrazenia przez —1 i $lad
odpowiednich macierzy

® Na koncu wycatkowaé po wszystkich wewnetrznych pedach k i wysumowacé po
wszystkich wewnetrznych czestoSciach w,,. Kazdg sume podzieli¢ przez 3

Seminarium CFT = p. 16/24



Temperaturowy propagator fotonu

# Propagator fotonu w petnej teori
1
— —|— ANANNS 1 aONNN
@ — aO\N\N\N\e




Temperaturowy propagator fotonu

# Propagator fotonu w petnej teori
1
— —|— ANANNS 1 aONNN
O
_ \ _ _ [o© g~ (k)
@_Q+@+@+ +@+ TV fodk 2 %2



Temperaturowy propagator fotonu

o N

# Propagator fotonu w petnej teori

—I—W\QM—I—W—I—...

AAAAS =

—|—f\/\/\/\»

O -
@=Q+@+@+5+@+... W:—fooodkj;%

# Temperaturowa macierz przejscia

— T(Wn) =

- oo



Drugi rzad rachunku zaburzen

o N

~

_p@2) (wn) = Q — _% Z Tr{axg(wn/ + Wy )0 S (W) }

® 7Ze wzgledu na statystyki kwantowe

® Po wykonaniu sumowania i uporzgdkowaniu

~ 4m Bm
P(2) (wn) — _4m2 I w2 tanh <7)

® To daje temperaturowg macierz przejécia

T(2) (wn) _ 4m

\_ (4m? + w?)coth (%ﬂ“) — 4mh(wy,) J

. J
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Co dalej?

o N

® Propagator temperaturowy (w urojonym czasie T = it)

D(k, k', wn) = D(k, k', wn) +

_ [/Ooodkl g(kl)ﬁ(h’ﬂ’w”)] T(en) Uo

©.@)

Ak g(ka) D (ks, k',wn>]

o |
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Co dalej?
-

Propagator temperaturowy (w urojonym czasie 7 = it)

~ ~

D(k, k' ,wn) = D(k, k', wn) +

- U dk; g(kl)ﬁ(k,kl,wn)] T (wp) - U dks g(kQ)f)(kQ,k’,wn)]
0 0
Propagator retardowany (w rzeczywistym czasie t)

Dr(k, k', ko) = Dr(k, k', ko) +

— [/Ooodkl g(k1>DR(k,]€1,l€O)] - a(ko) - [/OOOde g(kQ)DR(k2ak,>k0)]

Jesli znalibysmy zwigzek pomiedzy propagatorami temperaturowymi i retardowanymi
to moglibysmy odtworzy¢ funkcje a(ko) ze znajomosci macierzy przejscia T(wn)

|
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Reprezentacja spektralna

-

# Propagator temperaturowy

[ﬁ(k, kL wp) = /OOdM UM, , k/)]

# Propagator retardowany

> ON(M, k, &)
Dr(k, k' ko) = dM L
[ R( A 0) / kO—M+Z€

— 00

# Macierz spektralna

o BKm _ o—BKn
MM, k, k') =3 6(M + Kn — Knm) ~ (n|®(k)|m) (m|®(K)|n)

- - |
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Przedluzenie analityczne

o N

M(M, k, k’) M(M, k, k/)
wwn — M ko — M + e

15(k,k’,wn):/ dM DR(k,k’,ko):/ dM

Seminarium CFT = p. 21/24



Przedluzenie analityczne

o N

~ o0 M(M, k, k' o0 M /
D(k,k’,wn):/ dM ( ) DR(k,k’,ko):/ dM Sm( ’k’k,)
oo wn — M oo ko — M + i€

o0 M /

F(z):/ de( .k, k')

Seminarium CFT = p. 21/24



Przedluzenie analityczne

o N

~ o0 M, k, k' o0 !
D(k, k', wn) :/ dM i)ﬁ( k) Dr(k, k', ko) :/ dM fDT(M,k,k‘)
oo wn — M o ko — M —+ i€

L’/\ Y —
Flz) = /_  aM ”‘{j{’f\vf k)

® Retardowany — Temperaturowy

D(k, k', wn) = Da(k, k', iwn)  wn >0
D(k, k', —wn) = D*(k, k', wn)

o |
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Przedluzenie analityczne

o N

/OO M(M, k, k') MM, k, k')

D(k, k' wy) = dM Dk, k' k :/ dM
( ) iwon — M R( 0) ko — M + ie

QL\ W, B
—

(s = /oo M(M, k, k)

dM
o z— M

® Retardowany — Temperaturowy

D(k, k', wn) = Da(k, k', iwn)  wn >0
D(k, k', —wn) = D*(k, k', wn)

® Temperaturowy — Retardowany
Procedura niejednoznaczna matematycznie, ale fizycznie jednoznaczna

Dr(k, k' ko) = D(k, k', —iko +¢€) ko >0

o |
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PolaryzowalnoS¢ atomu

-

nykonujatc przedtuzenie analityczne otrzymujemy w drugim
rzedzie rachunku zaburzen

4 )

a(2)(w) _ dm
\ (4m?2 — w?) coth (%’7’) — 4m {ﬁ(w) + 7 sign(w) f(w)} )
gdzie

Alw) =P /0 Oodk ngEMCZz

I(w) ”gi(j")
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PolaryzowalnoS¢ atomu

-

#® W2zébr na polaryzowalnos¢




PolaryzowalnoS¢ atomu

-

#® W2zébr na polaryzowalnos¢

o W najnizszym rzedzie rachunku perturbacyjnego
wystarczajgce jest przyblizenie
Z _Zy e P+ e 42 tanh(Bm)
40 e=Hm + efm tanh (ﬁTm)

N

o |
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PolaryzowalnoS¢ atomu

o N

#® W2zébr na polaryzowalnos¢

o W najnizszym rzedzie rachunku perturbacyjnego
wystarczajgce jest przyblizenie

Z _Zy e P+ e 42 tanh(Bm)
Zy  ePfrtefm o (%’“)

N

# Polaryzowalnos¢ w drugim rzedzie

tanh(8m) 4m
tanh (BTm) (4m? — w?) coth (BTm) — 4m {A(w) + i sign(w) f‘(w)} J

a(w) =

.
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PolaryzowalnoS¢ atomu

4m tanh (Gm)
4m? — w? — 4m {AT(w) + i sign(w) fT(w)}

a(w) =

® Spodziewana zalezno$¢ amplitudy polaryzowalnoéci od temperatury

® Niespodziewane wyostrzenie rezonansu przy wzroécie temperatury

Motional narrowing

o |
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